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Bu okuw gollanmasynda diskret matematika we
matematiki logika barada maglumatlar getirilyar. Kitap
yokary okuw mekdeplerinii matematika fakultetlerinii
talyplary ticin niyetlenen.



GIRIS

Diskret matematika matematikanynn 6z goézbasyny
gadym wagtlardan alyp gaydyan bir bolegidir. Ona
mahsus bolan hésiyetlerin esasysy diskretlikdir. Diskret
matematika  gii  manyda  matematikanynn  sanlar
nazaryyeti, algebra, matematiki logika yaly birnédge
kdmillesen boliimlerini  we XX asyryn ortalarynda
elektron hasaplayjy masynlarynn ulanylmagy bilen Yiize
cykyan c¢ylsyrymly dolandyryjy ulgamlary owrenmeklik
meselesini  O6nde goyan ylmy-tehniki one gidislik bilen
baglanysykly giiycli depgin bilen Osen tdze bdliimleri
Oziinde saklayar. Dar manyda diskret matematika
funksional ulgamlar nazaryyeti, graflar we torlar
nazaryyeti, kodlama nazaryyeti, kombinator derfiew yaly
birndge tdze boliimler bilen ¢éklenyar.

Bu giinki giin diskret matematika dine bir
matematiki kibernetikanyn esasy bolmakdan basga-da
matematiki bilimin hem wajyp bolegidir.

Umumy ya-da formal logika diyip atlandyrylyan
logika ylmy gadymy dowirde yiize ¢ykan hem-de
oylanmagyn, pikirlenmeginn, diinyd akyl vetirmegii
kanunlaryny, formalaryny we térlerini, seyle akyl yetirigin
serisgdesi hokmiinde dili O6wrenydn ylymdyr.Islendik
matematiki nazaryyeti beyan edenimizde biz kopleng
logikadan peydalanyarys. Logikanyn komegi bilen
teoremalar aksiomalardan getirilip ¢ykarylyar.

Matematiki logika hézirki zaman
matematikasynyn Ozbasdak boliimi hokmiinde XIX we
XX asyrlaryn  sepgidinde  doreyar.Matematiki logika
umumy logikanyn bir sahasy bolup,onda oylanmagyn
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kanunlary formulalaryin komegi bilen berilyar. Matematiki
logika baradaky ideyany ilkinji bolup XVII asyrda nemes
matematigi Leybnis aydypdyr. Bu ylmyn 06siisi XIX asyrda
inlis alymy DzZ. Bulun “Logikanynt matematiki analizi” isi
1847-nji yylda c¢apdan c¢ykandan son baslanypdyr.
Matematiki logikanynn kémillesen bolim hokmiinde
emele gelmegi matematikany esaslandyrmaklygyn esasy
gazanan netijesi diyip hasap etmek bolar. Matematiki
logikanyn gazanan istiinligi bolsa onun hézirkizaman
aksiomatik usuly isldp diizenliginden ybaratdyr. Bu
aksiomatik usul ii¢ alamat bilen héasiyetlendirilyér:

1) Ol ya-da beyleki nazaryyetin baslangy¢
yagdaylarynyii formirlenisi (aksiomalar).

2) Berlen nazaryyetin yzygider gurulmagy {igin gerek
bolan logiki serisdelerin anyk formirlenisi (getirip
cykarmalar diizgiini).

3) Garalyan nazaryyetin ahli yagdaylaryny
(teoremalaryny)beyan etmek iicin emeli gurlan
formal dillerin ulanylysy.

Aksiomatik usulynn  birinji  alamaty klassyky
aksiomatik usuly hisiyetlendirydr, beyleki ikisi bolsa
nazaryyetleri beyan etmeklikde maksimal takyklygy we
anyklygy gazanmaklyk ugrunda soiiraky &ddimler bolup
duryarlar.

Layyk belgilemelerin girizilmegi we ulanylmagy
matematikanyn biitin taryhynda 6rdn wajyp we oOndiimli
islerin biri bolupdy. Yone matematiki belgilemeler dine
formal dillerin elementleri bolup duryardy. Matematiki
logikada bolsa hézirkizaman matematikasynyn &hli
esasy yagdaylaryny diyen vyaly formulirlemige
miimkingilik berydn Ordn bay formal diller doredildi.
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Bu diller we olar bilen islemekligint tejribesi uniwersal
hasaplayjy masynlaryn doredilmegine getirdi.

Matematiki logikanyn esasy Owrenydn obyekti
diirli hasaplayyslar bolup duryar. Hasaplayys
disiinjesine  hasaplayys dili, hasaplayys aksiomalary,
getirip ¢ykarma  diizglinleri  yaly esasy dizijjiler
giryirler. Hasaplayys diisiinjesi subut diislinjesinin berk
matematiki kesgitlemesini bermidge miimkingilik beryar.
Matematiki logikanynl gazanan istiinliklerinin yene biri
algoritm diisiinjesiniii kesgitlemesini berenligidir. Nemes
matematigi W.G. Leybnis (1646-1716) dhli matematiki
problemalary ¢6zydn uniwersal algoritmi tapmaklyk
pikirini one stryar. 1936-njy yylda A.Cyor¢ beyle
algoritmi  gurup  bolmayandygyny  subut  edyir.
Algoritmler nazaryyetini isldp diizmeklik we algoritmik
problemalary ¢ozmeklik isine E.Post, A.Tyuring, S.Klini,
A.l.Malsew, P.S.Nowikow, A.A.Markow we basga-da
birndce alymlar uly gosant gosdylar.

Hasaplayyslar matematikanyn we beyleki
ylymlaryn kop boliimlerini formallagdyrmaga
mimkingilik beryérler. Pikir aytmalar we predikatlar
hasaplayyslary logikanyn, formallasdyrylmalarydyrlar.
Logikany formallasdyrmaklyga edilen ilkinji synaglar
Aristotelin we Dz.. Bulyn ady bilen baglanysyklydyr.
Logikanynn formal dillerini isldp diizmeklige italyan
matematigi Peanonyn gosan gosandy uludyr.

XX asyryn ortalarynda elektron hasaplayjy masynlaryn
(EHM) viize ¢ykmagy bilen matematiki logika has calt
Oslip baslady.Sebdbi, hasaplayys tehnikasynyi sonraky
Oslisi matematiki logikanyn apparatyny 6sdiirmek we ony
ginden ulanmak bilen baglanysykly bolup ¢ykdy.
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Matematiki logika kopliikler nazaryyeti bilen hem
berk baglanysyklydyr.Kopliikler nazaryyeti matematiki
logikany diislindirmek {i¢in il bajyp sistemadyr.Pikir
aytmalar algebrasynda 6wrenilyan inkdr etme,
konyunksiya, dizyunksiya amallary kopliikler
nazaryyetinde owrenilyan doldurgye, kesisme we birlesme
amallary bilen 6zara baglanysyklydyrlar we olar
birmenzesrak kanunlar sistemasyna boyun egyirler. Seyle
baglanysyk esasynda matematiki logikanyn dilinde goylan
kéabir meseleleri kopliikler nazaryyetinini diline we tersine
gecirip, sol nazaryyetiil usullary bilen ¢6ziip bolyar.

§1. Kopliikler nazaryyetiniii esasy diisiinjeleri

1.Kopliik diisiinjesi .

Kopliikler nazaryyeti nemes matematigi Georg
Kantor (1845-1918) tarapyndan doredildi we gin gerim
bilen 6sdi. Bu nazaryyetiii ideyalary we usullary dine bir
matamatikanyn pudaklarynda dil, eysem beyleki ylymlaryn
hem kopiisinde ulanylyar. Matematiki logika hem
kopliikler nazaryyeti bilen baglanysyklydyr, has dogrusy,
diskret matematika we matematiki logika nazaryyetlerini
kopliikler nazaryyetine yiizlenmezden beyan etmek
miimkin dildir.

Matematiki deriew dersi Owrenilende koplikler
nazaryyetine degisli kdbir maglumatlar berilyir.Yone bu
maglumatlar diskret matematikany we matematiki logikany
owrenmek ticin yeterlik ddldir.Ondan basga-da matematiki
logikada san kopliikleri bilen bilelikde basga-da diipli
elementlerden, mysal icin, piker aytmalardan, logiki
miimkingiliklerden, logiki bahalardan we beyleki diirli
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zatlardan emele getirilen  koplikler ulanylyar.Diskret
matematika we matematiki logika nazaryyetlerini kopliikler
nazaryyetinin esasy diisiinjelerini ulanmazdan beyan etmek
miimkin daldir.

Kopliikler nazaryyetinin esasy ideyalaryna aydyn
diisinmeklik mekdep we yokary matematikanyn kop
meselelerine aydynlyk girizyar, okuwgylaryn we talyplaryn
goyberyin hasiyetli yaliyslyklarynyn azalmagyna getiryéir
we olary matematikanynn has c¢ylsyrymly bdliimlerini
owrenmadge tayynlayar.

“Koplik” dustinjesi hédzirki zaman matematikasynyn
esasy distinjelerinin biridir. Ol yonekey we ilkinji diisiinje
bolany 1i¢in, bagga diislinjelerin  komegi  bilen
kesgitlenmeyér-de mysallaryn listi bilen
distindirilyar.Koplik diylende biz, bir ya-da birnige
umumy hésiyetleri ya-da nysanlary boyunga birikdirilen
kesgitli obyektleriii toplumyny g6z oniine getiryaris.

Koplik kesgitlenmedik disiinjedir. Kopliigi emele
getirydn  obyektlere  kopliigin  elementleri  diyilyar.
Elementlerinii  sany boyunca tiikenikli we tiikeniksiz
kopliikler bolyarlar. Hi¢ bir elementi 6ziinde saklamayan

Mysallara seredelin.

Birden ona c¢enli natural sanlaryn kopliigi, otagda
outran talyplaryn kopliigi, kitaphanadaky &hli kitaplaryn
kopliigi, (x +1)(x+2)x+3)=0 detilemdnifi  koklerinin
kopliigi-tikkenikli kopliiklerin mysallarydyr.

Goni ¢yzykdaky dhli nokatlaryn kopliigi,dhli hakyky
sanlaryn kopliigi-tiikkeniksiz kopliiklerinn mysallarydyr.
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Kwadratlary otrisatel san bolan dhli bitin sanlaryn
kopliigi, birden kici bolan natural sanlaryn kopliigi-bos
kopliiklerdir.

Kopliikleri adatca latyn elipbiyinini bas harplary bilen,
elementlrini bolsa setir harplary bilen belgileyirler.
anladyar. x¢ A vya-da X € A yazgylar X elementin A
kopliige degisli déldigini anladyar. Tiikenikli koplik 6z
elementleriniit sanawy bilen berlip bilner. Kopliigi onun
hemme elementlerine mahsus bolan tapawutlandyryjy
hésiyeti beyan etmek usuly bilen hem bermek bolar.

Mysal iicin

1)A={x/x-bitin san.}-hemme bitin sanlaryn kopliigi.

2) A={x/x<0}- noldan ki¢i &hli hakyky sanlaryn
kopliigi.

3) A={x/a<x<b} a we b sanlar bilen bilelikde sol
sanlaryn arasyndaky &hli hakyky sanlaryi kopliigi

Kesgitleme.Goy A we B bos bolmadyk koplikler
bolsunlar.Eger B kopliigin her bir elementi sol bir wagtda
A kopligin hem elementi bolsa, onda B koplige A
gornlisde belgilenyér.”B koplikk A kopliiginn bolegidir” ya-
da “A kopliik B kopliigi 6z i¢ine alyar” diyip okalyar.

Eger B kopliikk A kopliigit ozone-de defi bolup biljek
bolsa, onda B < A belgi ulanylyar. Mysallara seredelii.

1) Goy A- uniwersitetin dhli talyplarynyn kopliigi, B —
uniwersitetin  matematika fakultetinin &hli talyplarynyn
kopliigi, C — matematika fakultetinin 5-nji yyl ahli
talyplarynyn kopliigi bolsun. Onda CcBc A (A>B>C)
bolar.
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2) Eger N — dhli natural sanlaryn kopliigi, Z — &hli
bitin sanlaryn kopliigi, Q — @hli rasional sanlaryn kopliigi
we R - &hli hakyky sanlaryn kopliigi bolsa, onda
NcZcQcR bolar.

Bolek kopliiklerin iki hasiyetini belldlin.

1) Ac A, yagny her bir kopliik 6ziinin bolek kopliigi
bolup duryandyr (refleksiwlik hasiyet).

2) Eger AcB, BcC bolsa, onda AcC (
tranzitiwlik hasiyet ).

Kesgitleme.Eger A kopliigin her bir elementi sol bir
wagtda B kopliigin hem elementi bolup duryan bolsa we
tersine, B kopligin her bir elementi A kopliigin hem
elementi bolup duryan bolsa, onda ol kopliklere den
kopliikler diyilydr we A=B bilen bellenyir.

Basga sozler bilen aydanymyzda,eger sol bir wagtda
B < A we Ac B gatnasyklar yerine yetyan bolsa, onda A
belgilenyir. Kopliiklerini denlik gatnasygy asakdaky sertleri
kanagatlandyryar:

1) A=A (refleksiwlik hdsiyet);

2) Eger A=B bolsa, onda B=A (orun c¢alsyrma
hisiyet);

3) Eger A=B bolsa we B=C bolsa, onda A=C
(tranzitiwlik hisiyet).

Kopliiklerin elementleriniii yazylys tertibinin dhmiyeti
yokdur. Mysal ii¢in {1,2,3,}we {3,21} yazgylar sol bir kopliigi
afiladyarlar: {1,2,3,}={3,2,1}

A kopligin hemme bolek kopliikleriniin  kopliigini
P(A) bilen belgileyiarler we A kopliigin buleany diyip
atlandyryarlar.
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A kopligin elementlerinin  sanyny N(A) bilen
belgileyirler.

Bos kopliigin diie bir bolek kopliigi bar bolup ol hem
onun ozudir.

Bos kopliik islendik A kopliigin we islendik A koplitk
Oziinin bolek kopliigidir:

O cA AcCA.

Bu hasiyetler kopliigin bolek kopliiklerinii sanyny
hasaplamagy ansatlasdyryar.

A kopligin 6ziine we bos kopliige dent bolmadyk
bolek kopliklerinin hemmesine A kopligin 6z bolek
kopliikleri diyilyar.

Bir elementli A={a} kopligin dine iki sany bdlek
kopliigi bardyr, vyagny P(A)={0,{a}}. ki elementli
A={a,,a,} kopliigiii 2°=4 sany bélek kopliigi bardyr, yagny
P(A)={0,{a:},{a:},A}. Umuman, n elementli A={ay,...,an}
kopliigin 2" bdlek kopliigi bardyr.

2. Kopliikler iisiinde amallar. Eyler-Wyennin
diagrammalary.

Indi kopliikler iistiinde amallara garalyn.Kopliikler iistiinde
yerine yetirilydn amallar bar bolup, sol amallaryn komegi
bilen berlen kopliiklerden tdze kopliikleri emele getirip
bolyar.Goy A,B,C,D,... kopliikler berlen bolsunlar we
olaryn &hlisi bagga bir umumy kopliigin ( bu kopligi M
bilen bellilin) bolek kopliikleri bolsunlar:
A B,C,D,..c M.Seyle yagdayda, A,B,C,D,... kopliklerden
emele getirilen tdze koplikler yene-de sol M kopligin
bolek kopliigi bolyar. Amallary yerine yetirmek iicin
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cyzgylardan peydalanalyn.Kopliikleri ¢yzgyda gorkezmek
icin Eyler-Wyenninn diagrammalaryny peydalanalyn. M
kopliigi goniiburcluk bilen, A,B,C,D kopliikleri M kopliigin
icinde c¢yzylan tegelekler gorniisinde anladalyn. M we
A,B,C,D kopliiklerin elementlerini ¢yzgyda nokatlar bilen
anladalyn.Seyle diagrammalar, Owrenilydn amallaryi
netijelerini aydyn gorkezyar. Kopliikler {istiinde amallaryn
netijesinde emele getirilen tize kopliigi ¢yzgyda ingejik
kese ya-da dik ¢yzyklaryn kdmegi bilen gorkezeris.
Kopliigin doldurgyjy.

Kesgitleme. Goy A;BcM bolsun. Berlen A kopliigin
doldurgyjy diyip M kopliigin A kopliige degisli bolmadyk
elementleriniii kopliigine aydylyar we A bilen belgilenyir.
A kopliik A kopligin distiini M kopliige cenli dolduryar. A
kopliigin  doldurgyjy A=A koplik bolarA we A
kopliiklerin her biri beylekisinin doldurgyjydyr, kopliigin
harp belgisininn istiinddki doldurgy¢ amalynyn iki sany
belgisini (diymek sol belgileriii islendik jiibiit sanysyny)
taglap yazyp bolyar.

Mysallar.

1) Goy
M=

{,2,34,5,6,7,8910}, A={1,2,345}, B=1{6,78}, D={,2,34,56,7,89,10}
, C=0 bolsun.Onda

A=167,8910}, B=1{,2345910},C=M,D=0.

2) Goy M- dhli natural sanlaryn kopligi, A — dhli tik
natural sanlaryi kopliigi bolsun. Onda A - hli jiibiit natural
sanlaryn kopliigi bolar: A={2,4,68,...}
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Iki kopliigin birlesmesi.

Kesgitleme.Berlen A we B iki kopliigin birlesmesi
(jemi) diyip bu kopliikklerii it bolmanda birine degisli
bolan elementlerden ybarat kopliige aydylyar we AU B
ya-da A+B bilen belgilenyar.

Eger A we B kopliiklerin umumy elementleri bar
bolsa, onda A B kopliikde sol elementler difie bir gezek
hasaba alynyar.

Mysallar.

1) Goy M={2345,A={23},B={23},C={45}
bolsun. Onda

AuB=
{12,3}=A AUC={1,2345}=M,BUC ={2345}.

2) Eger A={x/-5<x<10}, B={x/0<x=<50} bolsa,
onda AUB = {x/-5 < x > 50},

Iki kopliigin kesismesi.

Kesgitleme. Berlen A we B iki kopliigin kesismesi
(kopeltmek hasyly) diyip sol bir wagtda bu kopliiklerin
ikisine-de degisli bolan elementlerden ybarat koplige
aydylyar we AnNB  ya-da AB bilen belgilenyir.

Mysallar.

1) Goy
M ={,23456,7}A={23},B=1{3456}C={45,D={67}E=
@ bolsun. Onda

ANB={3}, AnC=0,AnD =0,
BNC={45,BnD={6},CnD=0,
ANO=BNnO=CnO=DnNnO=0.
MNA=AMNB=B,MNC=C,MnD=DMnNE=0.
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Iki kopliigin tapawudy.
Kesgitleme. Berlen A we B kopliiklerin tapawudy

diyip A kopliige degisli bolup, B kopliige degisli bolmadyk

elementlerden ybarat koplige aydylyar we A\B bilen

belgilenyar.
Mysallar. Goy
M ={,23456,78}, A= {12}, B={234,5}, C={34}, D={5}

, E=0 bolsun. Onda:
A\B={},A\C={12}=AA\D={2}=AA\E=AB\C={25},B
C\D={34}=C,C\E={34}=C,D\E=D,M\A=1{3456,78}, A\l

Umuman aydanymyzda A\B= B\A. Eger A=B bolsa,

onda A\B=B\A=0.

Kesgitleme.Berlen A we B kopliikklerin simmetrik
tapawudy diyip A\B we B\A kopliiklerin birlesmesine
(jemine) aydylyar we AAB bilen belgilenyir. Bu amallary
Eyler-Wyennin diagrammalarynda getirelini




3. Kopliikler iistiinde yerine yetirilyin amallar
iicin kanunlar.

Sanlar tstiinde yerine yetirilydn gosmak we kopeltmek
amallarynyii belli bolan orun ¢alsyrma, utgasdyrma we
paylasdyrma kanunlaryna boyun egisleri yaly, bdlek
kopliikler algebrasyndaky doldurgyc, kesisme we birlesme
amallary yokarda agzalan kanunlara we basga-da birnice
kanunlara boyun egyiandir.Sol kanunlaryil birndgesine
seredelin.

L AnB=BnA 1 " |
. -orun ¢ca rma Kanuniar
AUB=BUA Y 4
ANn(BNC)=(AnB)nC
2. -utgasdyrma kanunlary.
Au(BuC)=(AuB)uUC
(AnB)uUC=(AnC)u(BNnC) )
3. -paylasdyrma
(AuB)NC=(AuC)n(BuC)
kanunlary.
ANnA=A| . :
4, -idempotentlik kanunlary.
AUA=A
An(AuB)=A| . .
d. -sindirme kanunlary.
AU(ANnB)=A
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10.
11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Eger AcM bolsa, AnM =A
AUM=M
ANo=0

AU0O=A

A= A-iki gezek doldurma kanuny.
AN A=0

AUA=M

}- de Morganyn kanunlary.
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19. A\B=ANB

20. M\A=A

21. A\M =0
22. A\WV=A
23.  O\A=0
24.  A\A=0

4. Kopliiklerin dekart kopeltmek hasyly.

Eger a we b berlen elementler bolsa, onda olardan iki
elementli {a,b} kopliigi emele getirip bolyar. Sol
elementlerden yene-de iki sany: a) birinji elementi a, ikinji
elementi b bolan we (a,b) gorniisde bellenyidn
tertiplesdirilen jiibiiti hem-de b) birinji elementi b, ikinji
elementi a bolan we (b,a) gérniisde bellenyéin
tertiplesdirilen jiibiiti emele getirip bolyar. Eger a=b
bolsa, (a,b) we (b,a) tertiplesdirilen jiibiitler diirlidir:
(a,b)=(b,a).

Iki sany , (a,b) we (c,d) tertiplesdirilen jiibiitlerin den
bolmagy iicin olaryn degisli elementleri deft bolmalydyr:
a=c, b=d. Berlen ii¢ a,b,c elementlerden ii¢ elementli
{a,b,c} kopliikden basga-da 6-sany tertiplesdirilen tigliikleri
emele getirip bolyar:

(a,b,c), (a,c,b), (b,a,c), (b,c,a), (c,a,b), (c,b,a).

20



Eger a=b=c bolsa, onda bu ti¢liiklerin hemmesi 6zara
dendir. Eger a,b,c elementler iki-ikiden 6zara deni dél
bolsalar, onda bu ti¢liiklerin hemmesi diirlidir.

Indi n-sany a,,a,,..a, elementlerden emele getirip boljak

kopliiklere seredelin. Sol elementlerden n-elementli
{a,a,,..a,} kopliigi emele getirip bolyar. a,,a,,...a,
elementleri her diirli tertipde yerlesdirenimizde-de sol bir
kopliigi alarys.

Seylelikde n-sany, jiibiit-jiibiitden diirli bolan
elementlerden n! sany tertiplesdirilen kopliikleri emele
getirip bolyar.a, =b, a, =b,,..a, =b bolanda (a,,a,,..a,) we
(b,,b,,..b,) kopliikler 6zara defi bolup bilyarler.

Indi x e R,y eR hakyky sanlardan emele getirilen (X,y)
tertiplesdirilen jiibiitlere seredelin.Seyle jiibiitlerii her
birine berlen goniibur¢ly dekart koordinatalar sistemasyna
gord tekizligin bir we dine bir sany nokady degislidir we
tersine, tekizligin her bir nokadyna hakyky sanlaryn bir
sany tertiplesdirilen jiibiiti degislidir.

Hakyky sanlardan emele getirilen her bir (x,y,z)
tertiplesdirilen ti¢liik ii¢ 6l¢egli gunisligin bir we dine bir
sany nokadyny kesgitleyar.

Kesgitleme.Berlen A we B kopliiklerin dekart kopeltmek
hasyly diyip, birinji elementi A kopliikden, ikinji elementi
B kopliikden alnan, tertiplesdirilen (a,b) jiibiitlerin
dhlisinioplumyna aydylyar we ol A x B bilen bellenyir:
AxB={(a,b)/acAbeB}.
Eger A=B bolsa, onda bu denligi asakdaky gorniisde
vazmak bolar:
Ax A=A’ ={ab)/abe Al
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Bu deiilige A kopliigin dekart kwadraty diyilyar.
Mysallar.
1).Goy A={a,a,}, B=1{b,b, b} bolsun.Onda
)

A — {1305, 3B ) (b, oy} We

BxA={b.a)(b.2,)(0,a)0,a)ba)b,.a) bolar.
Bu yerden gorniisi yaly iki kopliigin dekart kopeltmek
hasylyny emele getirmek amaly kommutatiw daldir.
2).Eger A={a,,a,} bolsa, onda

={(a,a)(a,a)(a,a)(a,a); bolar.

Kesgitleme. Berlen A,B we C kopliiklerin dekart
kopeltmek hasyly diyip, birinji elementi A kopliikden,
ikinji elementi B kopliikden, tigiinji elementi C kopliikden
alnan tertiplesdirilen (a,b.c) ticliiklerini hlisiniii toplumyna
aydylyar we ol AxBxC
Bilen bellenyir:

AxBxC ={(a,b,c)/ac AbeB,ceC}.
Eger A=B=C bolsa, onda bu denlikden alarys:

Ax Ax A= A’ ={a,b,c)/a,b,ce A}l

Bu denilige A kopliigin dekart kuby diyilyar.
Mysallar.
1)Goy A={a,a,}, B={b,b,}, C={c,c,} bolsun. Onda

AxBxC ={(a,b,c).(a,.b,.c,).(a.b,,0).(a.b,.,) (2,.1,6).(a,.b,¢,) (2.,

bolar.

2) Goy A={a,a,} bolsun. Onda
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4= {(al,al,al),(al,al,az),(al,az,al),(al,az,az),(az,al,al),(az,al,az),(az,az,al),(az,az,az)}|

bolar.

Kesgitleme. A, A,,..A kopliklerin dekart kopeltmek hasyly
diyip, birinji elementi A

kopliikden, ikinji elementi A, kopliikden, we suna menzes
n-nji  elementi A, koplikden alnan elementlerin
tertiplesdirilen  kopliiklerinin  hemmesinii  toplumyna
aydylyar we ol

A x A, x...x A, bilen bellenyér:

AxAx.xA={a,a,..a)achA,i=12..,n}
Eger A=A =..=A, bolsa, onda A kopligin n dekart
derejesini alarys:

A" ={a,a,,..,a,)a,a,,..a, A}

§ 2. Kombinatorikanyii elementleri.

1. Kopeltmek diizgiini. Kombinatorika diskret
matematikanyfl boliimlerinii biri bolup,ol &htimallyklar
nazaryyetinde, matematiki logikada,sanlar nazaryyetinde,
hasaplayys tehnikasynda we kibernetikada gifiden
ulanylyandygy bilen mohiim dhmiyete eyedir. Amalyyetde
kopleng kibir hereketi amala agyrmagyn miimkin bolan
vagdaylaryny  hasaplamagyfi ~ usullarynyfi =~ sanyny
anyklamak bilen baglanysykly meseleler bilen is salysmaly
bolyar.Seyle meselelere kombinatoriki meseleler diyilyér.
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Kombinatoriki hasaplamalary gecirmek bilen ylmyfi diirli
pudaklarynyfi wekilleri is salysmaly bolyarlar.Mysal ti¢in,
himik molekulalardaky atomlaryfi ~miimkin bolan
baglanysyklarynyfi  gorniiglerini  anyklamaly bolanda,
biolog belok birlesmelerinddki aminokislotalaryfi miimkin
bolan diirli gezeklesmeler yzygiderliklerini hasaplanda,
agranom ekin meydanlarynda ekisii diirli usullaryny
owrenende, dispetger ulaglaryfi ugurlar boyunga
hereketleriniii grafigini diizende, miidirifi okuw isleri
boyunca orunbasary sapaklaryfi tertibini diizende we sufia
mefizes yagdaylarda  kombinatoriki  hasaplamalary
gecirmeli bolyarlar.

Eger A hereketi n usul bilen amala asyryp bolyan bolsa
we bu usullaryn her biri Gigin B hereketi m usul bilen amala
asyryp bolyan bolsa,onda gorkezilen tertipde A we B
hereketleri nxm usul bilen amala asyrmak bolar.
Kombinatorikanyfi bu esasy diizgiinine képeltmek diizgiini
diyilyédr. Mysal tigin, A sdherden B sdhere ucarda,otluda we
awtomobilde baryp bolyan bolsa, B sdherden C sdhere
otluda we awtomobilde baryp bolyan bolsa,onda A
sdherden C sdhere 3x2= 6 usul bilen barmak bolar (1-nji
surat).

Ucar
. Otly ) Otly .
A sih B sih ) C sih
sanet Awtomobil Ralet Awtomobil sanet

1-nji surat.
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2. Calsyrmalar.

Kesgitleme. 1-den n-e ¢enli natural sanlaryn
kopeltmek hasy-lyna n-faktorial diyilyir we n! bilen
belgilenyar.

Mysal {igin, 51=1.2-3-4-5=120. Kesgitlemeden

peydalanyp, bu sany 5=45=314.5=23.4.5=112-3-4.5
defilikler gorniisinde hem yazmak bolar.Sol sebipli,
islendik natural n san ii¢in
n'=(n-1!n
deilik adalatlydyr.
Mysal. Eger her bir sifr sanda dine bir gezek gelydn bolsa
1,2,3 sanlardan nige sany ti¢cbelgili san diiziip bolyar?
nl=31=1.2.3=6.
Bellik. 0! =1 diylip kabul edilyar.
Goy, a,a,,...,a, elementler berlen bolsun. Bu

elementlerin  islendik tertipde yazylan yzygiderligine

''''''

mysal iicin, a,we a, elementlerden a,,a, we a,,a, gorniisli
2'=1-2 =2 sany ¢alsyrma diizmek bolar. Sufia mefizeslikde,
berlen elementlerifi islendik iigiisinden, mysal ii¢in, a , a,
we a, elementlerden a,,a,,a,; a,,a,,a,; a,,a,a,; a,,a,,a,;
a;,8,,8,; a,,a,,8 gornlsli 3=1.2-3=6 sany calsyr-ma
diizmek bolar. Bu pikir yoretmidni dowam edip, n
elementden n! sany calsyrma diizmek boljakdygyna goz
yetirmek bolar.
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3. Utgasdyrmalar.

Kesgitleme. n elementli kopliigin k elementli erkin
bolek kop-ligine n elementden k element boyunga

utgasdyrma diyilyar.
Seyle utgasdyrmalaryii sany
ck = n!
" kl(n—k)!
1)
ululyga dendir.

Mysal. Gutyda 10 sany detal bar. Gutydan iki detaly nige

usul bilen saylap alyp bolyar?
2100 910,
] 218 2

4) Yerlesdirmeler.

Kesgitleme. Her bir elementine 1-den n-e ¢enli kdbir
san (elementin nomeri) degisli edilen n elementli kopliige

Kesgitleme. n elementli kopligin tertiplesdirilen k
clementli bo-lek kopliigine n elementden k element

''''''

Y- 0

ululyga dendir.
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§ 3 Pikir aytmalar algebrasy.
1. Pikir aytmalar.

Pikir aytmalar algebrasy matematiki logikanyn esasy
boliimlerinin biridir.

Kesgitleme Cyndygy ya-da yalandygy barada belli bir
tassyklama aytmagyn manysy bar bolan her bir sdzleme
pikir aytma diyilyar.

Pikir aytmalar ¢yn ya-da yalan bolup bilerler, kdbir pikir
aytmalaryn ¢yndygy ya-da yalandygy hézirlik¢ce bize belli
dial bolmagy hem miimkindir. Kimin, nirede we hacan
aydyanlygyna baglylykda  ¢yndygy vya-da valandygy
liytgdp duryan piker aytmalar hem bolup bilerler.

Bu kesgitlemeden her bir sozlemin pikir aytma
daldigi gelip ¢ykyar. Mysal iicin, sorag ya-da yiizlenme
sOzlemleri pikir aytmalar déldirler.Pikir aytmalary latyn
elipbiyinin A,B,C,... bas harplary bilen ya-da a,b,c,... setir
harplary bilen belgileyérler.Cyndygy ya-da yalandygy
belli dédl bolan, yagny iiytgeyin yonekey pikir aytmalary
X,Y,Z,... harplar bilen belgileyarler.Harplar  bilen
bellenenden son, bizi, piker aytmalaryn manylary dil-de,
die olaryn ¢yn ya-da yalan bolup bilmek hésiyetleri
gyzyklandyryar.

Mysallar.

1.5- yonekey sandyr.

2.Su giin 5-nji may.

3.Hézir yagys yagyar.

4.11- jiibiit sandyr.

5. e-sanyn yazgysyndaky 1000-nji orunda duran sifr
5-dir.
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6. Jibiit sanlar ikd boliinyandir.

7.3x3=9.

1,6 we 7 mysallardaky piker aytmalar hemise
cyndyr, 4 mysaldaky vyalan piker aytmadyr,2 we 3
mysallardaky sozlemlerin ¢yndygy ya-da yalandygy, olaryn
aydylyan wagtyna baglylykda {ytgdp duryar. 5-nji
mysaldaky pikir aytmanyn ¢yndygyny ya-da yalandygyny
biz hédzir bilemzok. Emma sona garamazdan, ony piker
aytma diyip hasap edyiris, sebdbi yorite barlap gormek
usuly bilen ondaky tassyklamanyn c¢yndygyny ya-da
yalandygyny anyklap bolyar.Her bir s6zleme piker aytma
diyip bolmayar.Mysal {¢in, sorag vya-da yiizlenme
sozlemler piker aytma daldir, sebébi olaryn ¢yndygy ya-da
yalandygy barada belli bir zat aytmak miimkin dil. Mysal
licin: “Yasasyn agzybirlik”,  Siziii yasyiyz nige?”.

Seylelikde her bir pikir aytma ya ¢yn Va-da yalan
bolmalydyr.Hi¢ bir piker aytma sol bir wagtda hem ¢yn,
hem yalan bolup bilmez. Bir harp bilen belgilenen ilkinji
pikir aytmalara yonekey ya-da elementar pikir aytmalar
diyilydr.Basgaga, pikir aytmanyin hi¢ bir bdlegi ayratyn
pikir aytma bolmasa, onda omna yonekey pikir aytma
diyilyar.

Indi pikir aytmanyn ¢ynlyk bahasy diylen diisiinjani
girizelin. Pikir aytmalaryn ¢ynlyk bahalaryny “cyn” we
“yalan”sozler bilen ya-da degislilikde “1” we “0” sifrler
bilen belgileyirler.Eger “a” harp bilen bellenen piker aytma
c¢yn bolsa, onda ony a=¢ ya-da a=1 diyip, tersine bolan
vagdayda a=ya ya-da a=0 diyip belleyaris. Pikir aytmalaryn
cynlyk bahalarynyn 1 we 0 sifrler bilen belgilenmegi
hasaplayys matematikasy we elektron hasaplayjy masynlar
licin programmirleme nazaryyetinde yiize ¢ykyan zerurlyk
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bilen esaslandyrylyar. Bu nazaryyetlerde matematiki
logikanyn apparaty giiiden ulanylyar, sunlukda san
gorniisinde  berilydn maglumatlar ikilik hasaplayys
ulgamynda 1 we 0 sifrlerin komegi bilen yazylyar.

Pikir aytmalar algebrasyndaky esasy mesele yonekey
pikir aytmalaryn we olardan emele getirilydn ¢ylsyrymly
pikir aytmalaryn ¢cyndygynyn we yalandygynyn arasyndaky
Ozara baglanysygy dwrenmekden ybaratdyr.

Berlen pikir aytmalardan olara gord cylsyrymly tédze
pikir aytmalary emele getirmegin serisdelerine logiki
cylsyrymly pikir aytmalarynn ¢yndygy ya-da yalandygy
olaryn dilizimine girydn Yyonekey pikir aytmalaryn
¢yndygyna ya-da yalandygyna baglydyr. Bu baglylygy has
aydyn gorkezmeklik maksady bilen her amala degisli
tablisany yazyarlar. Bu tablisany “Cynlyk tablisa” diyip
atlandyryarlar. Ol tablisa logiki amalyn sozler bilen berlen
kesgitlemesiniii simwollar arkaly yazylysydyr. Sunlukda, ol
tablisa amalyn yerine yetirilisinifi diizglinini beryér.

2. Pikir aytmalar iistiinde logiki amallar.
Indi logiki amallara garalyn
1) Pikir aytmany inkér etme.
Kesgitleme. Berlen a pikir aytmanyn inkdr etmesi diyip,
sol pikir aytma ¢yn bolanda yalan bolan we yalan bolanda
cyn bolan pikir aytma aydylyar we ol a gorniisde

belgilenyar we “a dal” diylip okalyar.
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Indi bu amala degisli ¢ynlyk tablisany getirelin.

a a
¢ ya
ya ¢

Indi bu tablisany sifrler arkaly yazalyi:

a
1
0

| O

Berlen pikir aytmany yzygiderli jiiblit gezek inkér
edenimizden son yene sol pikir aytmanyn 6ziini alyarys.

2) IKi pikir aytmanyin konyunksiyasy (logiki kopeltmek
hasyly)

Kesgitleme, Berlen a we b iki pikir aytmanyn
konyunksiyasy diyip,sol pikir aytmalaryn ikisi hem sol bir
wagtda ¢yn bolanda ¢yn bolyan we beyleki yagdaylarda
yalan bolyan téze bir pikir aytma aydylyar we a Ab ya-da
ab ya-da a&b gorniisde belgileniyar hem-de “a
we b”diylip okalyar.

Indi bu kesgitlemini tablisa gornilisinde simwollar arkaly
yazalyn:
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a b anb
¢ ¢ ¢

¢ ya ya
ya ¢ ya
va va va
a b anb
1 1 1

1 0 0

0 1 0

0 0 0

Mysallar. a~ya=ya, an¢=a, ara=a, ara=ya.
Bu amalyii kesgitlemesinden gorniisi yaly
aAb=min(a,b)

3) IKi pikir aytmanyn dizyunksiyasy (logiki jemi)

Kesgitleme a we b iki pikir aytmanyn dizyunksiyasy
diyip, sol pikir aytmalaryn ikisi hem bir wagtda yalan
bolanda yalan bolan we beyleki yagdaylarda ¢yn bolan tize
bir pikir aytma aydylyar we ol a v bgoérniisde belgilenyir,
hem-de “a ya-da b” diylip okalyar.

Bu amala degisli ¢ynlyk tablisany yazalyii:

a b avhb
¢ ¢ ¢
¢ ya ¢
ya ¢ ¢
ya ya ya
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a b avb
1 1 1
1 0 1
0 1 1
0 0 0

Dizyunksiya amalynyn kesgitlemesinden gorniisi yaly
a v b=max(a,b)
Mysallar. av0=a avli=lava=aava=1.

4) Iki pikir aytmanyn implikasivasy (gelip ¢ykma
amaly)

Kesgitlme. a we b iki pikir aytmanyn implikasiyasy diyip,
sol pikir aytmalaryni birinjisinint ¢yn bolup, ikinjisinin yalan
bolan yagdayynda yalan bolan, beyleki yagdaylarda bolsa
cyn bolan tize bir pikir aytma aydylyar we ol
a—b,achb ya-da a=b gorniislerde belgilenyir hem-
de “a-dan b gelip ¢ykyar” diylip okalyar. Bu yerde “a”
pikir aytma implikasiyanyn serti , “b” pikir aytma bolsa
implikasiyanyn netijesi diyilyar.

Bu amala degisli ¢ynlyk tablisany yazalyn:
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a b a—b
¢ ¢ ¢

¢ ya ya
ya ¢ ¢
ya ya ¢

a b a—b
1 1 1

1 0 0

0 1 1

0 0 1

Mysallar. a—0=a, a—1=1 a—a=1 a—>a=a.
Matematiki subut etmelerde implikasiyanyidhmiyeti
asakdakydan ybaratdyr: a—b implikasiyanynn we onun
sertinin  ¢yndygyndan, onun netijesinii ¢yndygy gelip
cykyar.

5)  IKki pikir avtmanyn ekwiwalentligi (dengiiycliligi)

Kesgitleme. a we b pikir aytmalaryn ekwiwalentligi
diyip, sol pikir aytmalaryn ¢ynlyk bahalary metizes bolanda
¢yn bolan, beyleki yagdaylarda bolsa yalan bolan tize bir
pikir aytma aydylyar we a<>b ya-da a=b ya-da a~b
bilen belgilenyér.

Bu amala degisli ¢ynlyk tablisany yazalyn:
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a b a<b
¢ ¢ ¢

¢ ya ya
ya ¢ ya
ya ya ¢

a b ab
1 1 1

1 0 0

0 1 0

0 0 1

Mysallar. a<0=a, a<l=a,a<a=1,a<a=0.
Matematiki subut etmelerde ekwiwalentligin hem-de onun
agzalarynyn biriniii ¢gyndygyndan ya-da yalandygyndan,
beyleki agzanyn degislilikde ¢yndygy ya-da yalandygy
barada netije ¢ykaryp bolyar.

6) Seffer strihi
Kegitleme. “a” we “b” iki pikir aytmanyn Seffer strihi
diyip, sol pikir aytmalaryn ikisi hem bir wagtda ¢yn
bolanda yalan bolan, beyleki yagdaylarda bolsa ¢yn bolan
tdze bir pikir aytma aydylyar we a/b bilen belgilenyir.
Bu amala degisli ¢ynlyk tablisany yazalyn:
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a b a/b
¢ ¢ ya
¢ ya ¢
ya ¢ ¢
ya ya ¢

a b alb
1 1 0
1 0 1
0 1 1
0 0 1

Tablisadan gorniisi yaly iki pikir aytmanyn Seffer strihi sol
piker aytmalaryn konyunksiyasynyi inkédr etmesine dendir:

alb=anab.
Mysallar.a/0=1, a/1=a, a/a=a, a/a=1.

7) Lukasewic pevkamy

Kesgitleme. a we b iki pikir aytmanyn Lukasewig
peykamy diyip sol pikir aytmalaryn ikisinii hem bir
wagtda yalan bolan yagdayynda ¢yn bolan, beyleki
vagdaylarda bolsa yalan bolan tdze bir pikir aytma
aydylyar we a b bilen belgilenyir.

Bu amala degisli ¢ynlyk tablisany yazalyn:
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a b adb
¢ ¢ ya
¢ ya ya
ya ¢ ya
ya ya ¢

a b adb

1 1 0

1 0 0

0 1 0

0 0 1

Tablisadan gorniisi yaly iki piker aytmanyn Lukasewig
peykamy sol piker aytmalaryn dizyunksiyasynyn inkér
etmesine defdir:

altb=avb
Mysallar.al 0=a,ad1=0,ala=aada=0

8) 2-nifi moduly bovunca jem.

Kesqgitleme “a”we “b” iki pikir aytmanyn “2-nin moduly
boyunga jemi” diyip sol pikir aytmalaryil ¢ynlyk bahalary
diirli bolanda ¢yn bolan, beyleki yagdaylarda bolsa yalan
bolan tize bir pikir aytma aydylyar we a+b ya-da a®@b
bilen belgilenyér.

Bu amala degisli ¢ynlyk tablisany yazalyn:
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a b atb
¢ ¢ ya
¢ ya ¢
ya ¢ ¢
va va va
a b atb
1 1 0
1 0 1
0 1 1
0 0 0

Tablisadan gorniisi yaly, iki pikir aytmanyn “2-ninl
moduly  boyunga  jemi” sol pikir aytmalaryi
ekwiwalentliginin inkdr etmesine dendir:

a+b=aob

Indi konyunksiya we dizyunksiya amallaryny n-sany
agzalar ligin umumylasdyralyn.
Kesgitleme. Berlen a,,a,,...,a, pikir aytmalaryn
konyunksiyasy diyip, sol pikir aytmalaryn hemmesi bir
wagtda c¢cyn bolanda ¢yn bolan we beyleki yagdaylarda
valan bolan tize bir pikir aytma aydylyar we ol seyle
belgilenyar:

a Ady AL AQ
Bu yerden gorniisi yaly, eger kopeldijilerin in

bolmanda biri yalan bolsa, onda konyunksiya yalandyr.
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Kesgitleme. Berlen a;a,...,an pikir aytmalaryn
dizyunksiyasy diyip, sol pikir aytmalaryn hemmesi bir
wagtda yalan bolanda yalan bolan we beyleki yagdaylarda
¢yn bolan tidze bir pikir aytma aydylyar we ol seyle
belgilenyir:

ava,Vv..va,.

Bu kesgitlemeden gorniisi yaly, eger gosujylaryn in
bolmanda biri ¢yn bolsa, onda dizyunksiya ¢yndyr.

Yokarda seredilip gegilen logiki amallar #hli piker
aytmalaryn kopliiginde kesgitlenendir we olary ditie
yonekey dil, eysem ¢ylsyrymly pikir aytmalaryn iistiinde
hem yerine yetirip bolyar. Bu amallar 6zara
baglanysyklydyr.Inkdr etme amalyna bir orunly ya-da unar
amal, beyleki amallara bolsa iki orunly ya-da binary amal
diyilyér.

Iki orunly logiki amallaryn piker aytmalary
baglanysdyrys giiyji diirli-diirli hasap edilyir. Konyunksiya
dizyunksiya gord, dizyunksiya implikasiya gora,
implikasiya bolsa ekwiwalentlige gora piker aytmalary has
giiycli baglanysdyryar diyip hasap edilyar.Seylelikde
vaysyz yazylan logiki aiilatmada ilki bilen yonekey pikir
aytmalaryn iistiinddki inkédr etme amallar, sofira
konyunksiya, ondan sofi dizyunksiya, implikasiya we
ekwiwalentlik amallar yerine yetirilyar.
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§4. Logiki amallaryn arasyndaky baglanysyklar.

Ozal bellip gec¢isimiz yaly, logiki amallar Ozara
baglanysyklydyrlar. Bu baglanysyklar yorite formulalaryn,
yagny amallaryil kébirlerini beylekilerinin iisti bilen
anlatmak formulalarynyn komegi bilen berilyir. Seyle
formulalaryn birndgesini getirip ¢ykaralyn.

a—>b=avb (D).
Bu formula implikasiya amalyny dizyunksiya we inkér
etme amallarynyn {sti bilen anladyar. Ekwiwalentlik
amalynyn kesgitlemesi esasynda yazyp bileris.
a>b=(@—>b)A(b—a).
Bu yerde (1) formulany ulanyp alarys:
acb=(@vb)a(avb). (2
Bu formula ekwiwalentlik amalyny yerine yetirmekligi
konyunksiya, dizyunksiya we inkdr etme amallaryny yerine
yetirmeklige  syrykdyryar.  Seffer we  Lukasewic
amallarynyii tablisalaryndan seyle formula gelip ¢ykyar:
ala=a (3)
ala=a (4)
(3) formula Seffer amalyny inkdr etme amaly bilen
baglanysdyryar. Seffer amalynyin kesgitlemesinden belli
bolsy yaly:

a/lb=anab (5)
Bu dengiiyeliligin iki tarapy hem inkér edilse dengiiyclilik
iytgemez:

arb=alb
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Bu dengiiy¢liligin sag tarapyna (3) formulany ulanyp
alarys:

anb=(al/b)/(alb). (6)
(6) formula konyunksiyany Seffer amaly bilen
baglanysdyryar.
Indi (5) dengiiy¢liligin sag tarapyna de-Morganyn 1-nji
kanunyny ulanyp alarys:

alb=avb.

Dengiiycliligin  simmetriklik hisiyeti esasynda  yazyp
bileris:

avb=alb.
Bu dengiiye¢liligin iki tarapynda hem her bir pikir aytma
onuni inkdr etmesi bilen calsyrylsa dengiiyclilik

tytgemeyir. Diymek “a” pikir aytmany “a" pikir aytma
bilen, “b” pikir aytmany "b" pikir aytma bilen calsyryp
yazyp bileris:
avb=alb.
Sonky dengiiycliligin ¢ep tarapyna (3) formulany iki gezek
ulanyp dizyunksiyany Seffer amaly bilen baglanysdyryan
formulany alarys:
avb=(a/a)/(b/b). (7)

Seylelikde (3), (6) we (7) formulalar inkdr etme,
konyunksiya we dizyunksiya amallaryny Seffer amaly
bilen baglanysdyryar.

Lukasewi¢c amalynyn kesgitlemesi esasynda yazyp
bileris:

alb=avh. (8)
Indi edil (6) we (7) formulalaryn getirilip ¢ykarylysy yaly
edip, asakdaky formulalary alarys:
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(4) formulany ulanyp alarys:

avb=(alb)!l(alb). (9
(8) dengiiycliligin  sag tarapyna de-Morganyn 2-nji
kanunyny ulanyp yazyp bileris:

alb=ansb
ya-da
arb=alb
Indi “a”-ny "a" bilen, “b”-ny "b" bilen galsyryp alarys:
arb=alb
ya-da
anb=alb

(4) formulany iki gezek ulanyp yazyp bileris:
arb=(ala)d(bib). (10
(4), (9) we (10) formulalar inkdr etme, dizyunksiya we

konyunksiya amallaryny Lukasewic amaly bilen
baglanysdyryar.

Mysallar:
Logiki formulalaryn dengiiyclilik kanunlaryny we (1)-(10)
formulalary ulanyp asakdaky formulalary
yonekeylesdirmeli.
1).

(x> y)= 91> x =[xV ) v 71V x=[{cv y)a yIv x=
=[(xv y) Aylvx=[(Xv y) v X]Aly v X]=[X v x v Y] ALy v X] =
=[c]AlyvX]=yVvX=XxvVvYy.
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2).

=[xV (v IV (yv ]=[xvelalxv yl=
=CcA[Xvy]l=[xvy]l=xvy

3).

[(X/y) A YI=[XA YA YI=[(XA YA YI=[(X v §) A Y] =
=(XAY)Vv((YAY)=(XAy)vya=(XAY)=XAY

4).

(X1 y)v (x4 y) = (XA YV (X y) = (XA y) v (XvY) = (XV Y) V(XA Y) =
=(XVvYyVv)A(XVYVY)= [y\/(X\/X)]/\[X\/(y\/y)]—

Vv X /\[va =XVY=XAY.

§5. Logika algebrasynyn formulalary.

Matematikada bolsy yaly matematiki logikada
hem logiki ululyklar (hemiselik ululyk we
tytgeyan ululyk), anlatmalar, formulalar we funksiyalar
diisinjeleri bardyr.

“Cyn” we “ yalan” sozleri belleydn “¢” we “ya”
harplara, hem-de sol manyny anladyan “1” we “0”
sifrlere logiki hemiselikler diyilyar. Dite iki diirli
bahalary alyp bilydn {iytgeydn ululyga logiki iiytgeyan

(15
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ululyk diyilydr.Mysal Ggin x,y,z,...liytgeyédn pikir aytmalar
logiki lytgeyan ululyklaryii mysallarydyrlar. Olar dine iki
dirli bahalara (“gyn”  ya-da *“ yalan”) eye bolup
bilyirler.
Her bir hemiselige we yonekey pikir aytma ya-da
olardan emele getirilen her bir ¢ylsyrymly pikir aytma
Indi formula du@unjesini kesgitlalin.
Kesgitleme. Logiki hemigeliklerden we logiki
tytgeyan ululyklardan logiki amallaryn
ANV TS Mo belgileriniit hem-de yaylaryn
komegi bilen emele getirilen her bir anlatma logiki
formula diyilyér.

Formulalaryn mysallary: ¢, ya, X, X; V X,,X A X, we s.m.
X1 X2 ,..,xn logiki iytgeyianlerden emele getirilen
formulany umumy gorniisde
F(Xl,.. Xn), Fl(Xl,...,Xn), Fz(Xl,...xn ),

bilen belgileyarler.
Uytgeyan  ululyklaryn hemme  diirli ~ bahalarynda
formulanyin ¢yn bolmagy ya-da vyalan bolmagy
mimkin, ya-da  sol ululyklaryn bahalarynynn  kébir
toplumynda formula ¢yn bolup , beylekilerinde vyalan
bolmagy miimkin.  Seylelikde, logiki  formulalar
asakdaky iic synpa boliinyirler:
Kesgitleme: Eger F(x; ,...,.xn) formula xy,...,x, tytgeyan
ululyklaryn hemme diirli bahalarynda ¢yn bolsa, onda
ona tozdestwolayyn ¢yn formula ya-da tawtologiya
diyilydr we

F(X1,....xn)=¢ ya-da ‘ =F(X1,...,xn)
bilen belgilenyér.
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Mysal ticin :
FL(X) =XV X F(X,X)=(% v X) A (X AXy).

formulalar tawtologiyadyrlar.
Kesgitleme Eger F(x; ,...,xn) formula xi,...,x, tytgeydn
ululyklaryn hemme diirli bahalarynda yalan bolsa, onda
ona tozdestwolayyn vyalan ya-da yerine yetmeyin
formula diyilyar we

F(Xl, ...,xn)=}'/a
bilen belgilenyér. Mysal {igin:

F(X)=XAX; F(X,X%) =XV X)A (X VX).
formulalar tozdestwolayyn yalandyrlar.

Kesgitleme: Eger F(Xy ,...xp) formula Xxy,...,xn
lytgeyanlerin kéabir bahalarynda cyn bolup,
beylekilerinde yalan bolsa, onda bu formula yerine
yetydn formula diyilyar. Baggaca aydanymyzda
tozdestwolayyn ¢yn we tozdestwolayyn yalan bolmadyk
her bir formula yerine yetydn formula diyilyar. Mysal
ticin:

Fi(xX)=x, F,(X)=X; F(X, X)) =X AX,.

formulalar yerine yetydn formulalardyrlar.

Logiki  amallaryin komegi bilen ilki basda
berlen birndgce yonekey formulalardan tiikkeniksiz kop
diirli-diirli tdze formulalary emele getirip bolyar.

Her bir logiki formula  kesgitli funksiyany
beryandir.

Formulanynn 6zbasdak formula bolup biljek her

rrrrrr

ligin. (X, VX,)AX,  formulanyn X, Xy
X,y X, V X,, (X, v X,) bolek formulalary bardyr.
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Eger her bir formula 06ziinih bolek formulasy bolup
bilydr diyip hasap etsek, onda (X, v X,) A X, formula
hem berlen formulanyn bdlek formulasydyr. Berlen
formulanynn (X, (X, V,VX,, VX, ),A, X, ), AX,
yaly bolekleri formula daldir.

Kopagzaly konyuksiyanyn ( logiki kopeltmegin )
we dizyunksiyanyn ( logiki jemii ) asakdaky gysga we
ykjam yazylys gornuslerl bardyr :

X, VX, VoV X, —vX ya-da X, V..V X, —ZX
i=1
n

Xp A A Xy = A X ya-da X, A...AX, —Hx
i=1

Propozisional iiytgeyinler diisiinjesini girizelin we
olary X,Y.Z,... harplar bilen belgildlin. Bu tiytgeyanlerin
ornuna islendik pikir aytmany goyup bolyandyr.
Propozisional iiygeyinleriii, logiki amallaryn belgileriniii
we yaylaryin komegi bilen, sozler bilen aydylan islendik
pikir aytmany onuii gurlusyny beyan edyin formula bilen
calsyryp bolyar. Mysal iicin “Eger 100 san 2 we 5 sanlara
boliinydn bolsa, onda 100 san 10 sana hem bdlinyandir”
diylen pikir aytmany (XA Y)—Z gorniisde yazmak bolar.

[lki bilen pikir aytmalar logikasynda ulanmakcgy
bolyan diirli simwollarmyzyﬁ toplumyny berelin.Bu
1. X, Y, Z, X, Yi Z,...(i-natural san)- prop02|sional
tiytgeyénleri belgilemek ti¢in ulanylyan simwollar;

2). ¢, ya — “gyn” ya-da “yalan” diyilydn logiki
hemigelikleri belgileydn simwollar;
3). AN,— =<5 11 logiki amallaryn simwollary;
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4). (,)-yaylar.
Indi logiki formula diisiinjesine has takyk kesgitleme

berelin.

Induktiw kesqgitleme.

1) Her bir propozisional iiytgeyéan ululyk —formuladyr.

2) ¢, ya simwollar —formuladyr.

3) Eger F formula bolsa, onda F hem formuladyr.

4) Eger F; we F, formula bolsalar, onda (F1 AF,),
(RVvEF),(F—>F), (F< F,) hem formuladyr.

5) Pikir aytmalar logikasynda 1)-4) punktlardan basga hig
hilli formula yokdyr.

1) we 2) punktlarda yonekey formulalar kesgitlenyéar.3)we
4)punktlarda berlen islendik formulalardan tédze
formulalary emele getirmegin diizgiinleri berilyar.

Seyle kesgitlemelere induktiw kesgitlemeler diyilyér.
Induktiw kesgitleme nazaryyetin baslangyc obyektlerine
kdbir amallary ulanmak bilen sol nazaryyetin téze
obyeklerini gurmaga miimkingilik beryér. Her bir induktiw
kesgitlemédnin goni punktlary we gytaklayyn punktlary
bolyar. Goni punktlarda mundan beyldk kesgitlenyidn
adalga bilen atlandyrylyan obyektler berilydr.Gytaklayyn
punktlarda seyle obyektlerin goni punktlarda berlen
obyektler bilen gutaryandygy aydylyar.

Goni punktlaryni icinde bazis punktlar we induktiw
punktlar bolyar. Bazis punktlarda mundan beyldk
kesgitlenydn adalga bilen atlandyrylyan kébir obyektler
gorkezilydr. Induktiw punktlarda bolsa bazis punktlarda
kesgitlenen islendik obyektlerde we geljekde kesgitlenyidn
adalgalar bilen atlandyrmaly bolan tdze obyektleri emele
getirmegin diizgiinleri berilyar.
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Formulalarda cepki yaylaryn sany sagky yaylaryn
sanyna deti bolmaly.

Induktiw kesgitleme esasynda islendik mukdarda kop
formulalary emele getirip bolyar. Mysal iicin eger X,Y,Z
formulalar bolsalar, onda X AY,Y > Z, X VY, X AY -
we s.m. formuladyrlar.

Induktiw  kesgitlemidnin punktlaryndaky sertler
berjay edilmin gurulan anlatmalar formula dildirler. Mysal
ticin:

(X >Y)A- formula dil, sebdbi konyunksiyanyn ikinji

agzasy yok.

Xv =Y —formula dil, sebédbi iki sany logiki amalyn

belgisi yanasyk gelyar.

Formulalaryn yazgylaryny yonekeylesdirmek maksady
bilen asakdakylary kabul edelin:

1) Yaylardaky amallaryn Verine yetirilis tetibini berjay
edelin.

2) Inkdr etme amalynyn belgisinin asagynda duran
formulany yaylaryn i¢ine alman yazalyn.

3) Formulany tutuslygyna 0z i¢ine alyan in dasky yayy
taglap yazalyn.

4) Konyunksiya amalynyn belgisini taslap yazalyn. Mysal
tgin, X;A..A X, formulany X;X;..X, gornisde
vazalyn.

Okalanda formulany onun i¢inddki i sonky yerine
yetirilydn amalyn ady boyunga atlandyrmak bolar. Mysal
tgin, X vY —>Z formula implikasiyadyr, X A(Y —>Z)
formula konytinksiyadyr.

Mysallar. Cep tarapda formulalaryn yaylar bilen yazylysy

berilydr, sag tarapda bolsa vyaysyz vazylysy berilyir.
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Yokarda agzalan diizgunler esasynda formulalardaky
amallarynn yerine yetirilis tertibi formulalardaky yaylaryn
birnicesi taslananda hem iiytgemeyir.

X>((YAZ)VvY), X->YZVvY ;
(XVvY)=>(XVvY),
XvY o> XVvY;

(X AY)VZ)>Y)e X,
XYVvZ oY o X;

XY >Zv(XAZ),
XoY—>ZvXZ;

(((X AY)VZ)—)_(()?VY)_—)Z_)),
XYVZ—>(XVvY —>2).

Tawtologiyalar.
Bilsimiz yaly, her bir tozdestwolayyn ¢yn formula
tawtologiya  diyilyar. Tawtologiyalaryn ~ hemmesi

formuladyr, emma formulalaryn her biri tawtologiya déldir.
Berlen formulanyn tawtologiyadygyny vya-da
dédldigini onunl ¢ynlyk tablisasyndan bilip bolyar. Onun
tawtologiya dildigini anyklamak {g¢in, onun igindéaki
tiytgeyanlerin bahalarynyn it bolmanda bir toplumynda sol
formulanyn yalandygyny gorkezmek yeterlikdir.
Matematiki  logikada  meseleleri  ¢6zmekde
formulalar iistiinde kop sanly ozgertmeleri  gegirmeli
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bolyar we bu isde kébir formulalary tozdestwolayyn ¢yn
formulalar  bilen  calsyrmak  meselini = ¢Ozmegi
yonekeylesdirydir ~ we  c¢altlandyryar. =~ Matematikada
tozdestwolar ndhili rol oynayan bolsalar, matematiki
logikada hem tawtologiyalar edil sonuii vyaly rol
oynayar.Tawtologiyalar sOzlemlerin logiki gurlusyny
anladyarlar we dinte seyle gurlugyn giiyji bilen ¢yn formula
hokmiinde logikada uly rol oynayarlar.

Tawtologiyany tapmak we derfiemek pikir aytmalar
algebrasyndaky esasy meseleleriii biridir, sebébi olar logiki
subut etmelerde ulanylyan logiki oylanmagyn kanunlaryny
anladyarlar.

Tawtologiyalar tiikeniksiz kopdir.

Pikir aytmalar algebrasynda kanun hokmiinde ulanylyan
esasy tawtologiyalary getirelin.

Goy P,P1,P,,Ps-propozisional iiytgeyanler bolsunlar. Bu
iytgeyanler islendik pikir aytmalary ya-da olaryn ¢ynlyk
bahalaryny 6zleriniii ¢ynlyk bahalary hokmiinde kabul edip
bilyarler.

1) P v P-ligun;ji pikir aytmanyn yoklyk kanuny.

2) (P A P) gapma-garsylygy inkir etme kanuny.

3) P <> P inkéir etméni inkér etme kanuny.

(PAP)<P| . :
4) -idempotentlik kanunlary.
(PvP)eP

(RAR)=>R|

5) -yonekeylesdirme kanunlary.
R=>(RVER)
(RAR) (P, AR)

6 -orun calsyrma kanunlary.
) (Plva)e(szPl} o ’
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[ARAR)AR]I[ARARAR)
[(RVPR)VvR]eo[R V(R VE)
kanunylary.
[A AR vE)[(RAR) V(R AR)]
[V (R AR)I(RVR)AR V)]
kanunlary.
9) (R A Pz)H(EV%)
(RVvPR)o (P AR)
10) P—P-tozdestwo kanuny
11) (PL—>PR)<e (52 — P,)-kontrapozisiya kanuny.
12) [(P,—>PR,) A (P, = B)]< (P, — B,)-tirkesikli
netijeleme diizgiini.
13) P <> P-refleksiw kanun.
14) (P, < PR,)) & (P, & P)-simmetriya kanuny.
15) [(R, < R,) A (P, < R)]— (R <> B,) -tranzitiw
kanun.
16) (PR« PR)<w (El <> P,)-gapma-garsylyk kanuny.
Bu kanunlaryin her birinin dogrydygyny barlap
gormekligin birndge usuly bardyr:
1) Ekwiwalentligin iki tarapy ticin hem ¢ynlyk tablisalary
gurmak we olaryn jogap siitiinlerini defiesdirmek usuly.
Bu usuly on owrenipdik. Eger c¢ynlyk tablisa
formulanyn tutus 6zi iicin gurlan bolsa, onda berlen
kanunynn dogry bolmagy iicin sol tablisanyn jogap
stitlininde difie “cyn” bahalar bolmalydyr.

7) } -utgasdyrma

8)

} -paylagdyrma

} -de-Morganyn kanunlary.
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2) Dengiiycliligin bir tarapyny ¢yn (yalan) hasap edip, sol
yagdayda onun beyleki tarapynyn hem c¢yn (yalan)
bolyandygyny getirip ¢ykarmak usuly.

3) Logiki formulalaryn dengiiy¢lilik kanunlary esasynda
berlen kanuny yonekeylesdirip, onuii ¢yna den
bolyandygyny gorkezmek usuly.

Mysallar.
1) Yokarda getirilen usullarynyn ikinjisini we t¢iinjisini
ulanyp (F,—>P)<>(PAR) formulanyn

tozdestwolayyn ¢yndygyny gorkeziii.
2-nji_usul. Goy berlen formulanyn ¢ep tarapy ¢yn
bolsun:P;—Py=¢.
Onda implikasiya amalynyn kesgitlemesi esasynda
asakdaky yagdaylar bolup biler:
a) P;=¢, P,=¢; bolsun, onda :

(caC)=(cAya)=(ya)=¢

bolar.
b) Pi;=ya, P,=¢; bolsun, onda:

(yanT)=(yanya)=(ya)=¢

bolar.
¢) P;=ya, P,=ya; bolsun, onda:

(yanya)=(yanc)=(ya)=¢

bolar
Seylelikde, eger P;—P,=¢ bolsa , onda (P, APR,)=¢
bolar.
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Goy indi P;—Py=ya bolsun . Bu yagdayda dine P;=c,
P,=ya bolup biler.Bu bahalary formulanyn sag tarapyna
goyup alarys:

(cAya)=(cAc)=(c)=ya.

Diymek, eger P1—P,=ya bolsa ,onda (P, AP,)=¥a.
Seylelikde berlen formulanyn toZdestwolayyn ¢cyndygyny
subut etdik.
3-njiusul. (R—->PR,)< (P A Ez) formulanyn ¢ep tarapyny
ona dengiiycli bolan El v P, formula bilen ¢algyralyn we
sag tarapyna de-Morganyn 1-nji kanunyny ulanalyn;
(RVPR)<(RVvE)
ya-da
(RVvPR)e(PivR)
Dengliyeliligin ¢cep we sag tarapynda biri-birine defi bolan
formulalar emele geldi. Ekwiwalentlik amalynyn

kesgitlemesi  esasynda islendik formula  0z-0ziine
ekwiwalentdir. Diymek,

(RVvR)o(RVvR)=¢
Kanunyn dogrudygy subut edildi.
2) de-Morganyn
anb=avb we avb=anab
kanunlaryny ulanyp, asakdaky dengiiy¢liligi subut etmeli:
(A A...hg)=8 V...V a,.

de-Morganyn yonekey kanunlaryny ulanyp bilmek {igin
berlen formulada inkdr etme amalynyn belgisinin asagynda
duran formulany o6niirti dine iki agzanyn konyunksiyasyna
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ya-da dizyunksiyasyna getirmeli we sofira sol kanunlary
yzygiderli birndge gezek ulanmaly. Yazyp bileris:
(a ra, Avorndg)=[a, Ala, Aordg)]l=a, A(@, Aondy) =

—a, v[a, A(@, A ndy)]=a,va, v (@, A..Ady)=..=

—a,va,va,va,v(a Aa,)=a va,va,va,va,Va,
Ya-da seyle ¢emelesse bolar:

(A, Arnag)=[a, ra)A(@;Anongg)]=@, Aa,)v(Bg AAnBg) =

a

va,vi(a;ra,)a(a; rag)l=a,va,v(a,ra,)v(a, Anag)=
=a, Vv

a,va,va,va,va,.

§6.Logiki funksiyalar.
1. Bul funksiyalary.

Goy U={u;, uy ,...,Un... }iytgeyan ululyklaryn berlen
alfawiti ~ bolsun.  Argumentleri E*={0;1}koplikde

kesgitlenen f(ct,,...,c,) € E>  funksiyalara garalyi. Bu
yerde a, eE?i —=1,n. Bu funksiyalara logika
algebrasynyn funksiyalary ya-da bul funksiyalary diyilyar.
Yonekeylik iicin f(U il,...U : )}'lazga derek f(Xy,...,.xn )
yazgyny ulanalyn.  f(Xy,...,x,)  funksiyanyn
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kesgitlemesinden bu  funksiyanynn = berilmegi  li¢in
argumentlerin  her bir bahalar toplumyna funksiyanyn
haysy  bahalarynyn  degislidigini gorkezmekligin
yeterlikdigi gelip ¢ykyar.

X1 ooy Xn1  Xn f(X1,.... X n1, Xn)
0,.,00 0 f{0,...,0, 0)
0,.,0, 1 f{0,..., 0, 1)
0,.,1, 0 f0,...,1, 0)
1,1, 1 fl,..,1, 1)

n iytgeyin ululyklarynn diirli 2" bahalary kabul
edyéandiklerini gérmek kyn déldir.

Logika algebrasynyii hemme funksiyalarynyn ulgamyny P,
bilen belgildlin. Eger Xi,...,x, n sany tlytgeyin ululyk
fiksirlense, onda diirli tablisalar difie sag tarapky siitiinin
bahalary bilen biri-birinden tapawutlanarlar.

Teorema. P, ulgamyn iiytgeydn n sany ululyga bagly

bolan hemme funksiyalarynyn P,(n) sany 22 -¢ dein.

Yokarda girizilen funksiya diisiinjesi kdmil dal,
sebdbi ol az argumentden funksiyalara kop argumentden
funksiyalar hokmiinde garamaga miimkingilik bermeydr.
Bu yetmezgiligi ayyrmak iicin asakdaky kesgitleméni
girizelin:
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Kesgitlemel. Eger X; ,...,.xj1 , Xi+1 ,...,xn argumentlerin
seyle bir a,...,0%_4,..., & 4,..., &, bahalary bar bolup:

f(e,.0 1,0, 4, ) # T, Ly, ,)
bolsa,onda  f(Xy,...,xj-1,Xi,Xi+1, ...,xn)eP2  funksiya  X;

Bu yagdayda x; argumente dhmiyetli diyilyar.Eger X;
dhmiyetli bolmasa,onda ona &dhmiyetsiz ya-da fiktiw
argument diyilyar.

Goy X; tytgeyan f(Xy, ...,xp) funksiya ligin &hmiyetsiz
iytgeydn ululyk bolsun. Bu funksiya {igin yazylan
tablisada (et,,...,x_; L& ;... ) gorniisli hemme setirleri
we X; tytgeydn ululyga degisli siitlini ¢yzyp téze bir tablisa
guralyn. Beyle gurlan tablisa kabir g(Xg, ..., xi-
1.Xi+1, ...,Xn) funksiyany kesgitleyar. Bu yagdayda ¢
funksiya f funksiyadan X; dhmiyetsiz tiytgeyan ululygyn
funksiyadan x; &hmiyetsiz ululygyn girizilmegi bilen
alynyar diyilyar.

Kesgitleme 2. Eger &hmiyetsiz argumentleri
girizmek ya-da ayyrmak arkaly f; funksiyadan f, funksiya
alynyan bolsa, onda fi(Xy,...,xy)we fo(Xy,...,x,) funksiyalara
den diyilyar we f;=f, yaly belgilenyar.

Ahmiyetli liytgeydn ululyga eye bolmadyk funksiyalaryn
iki gorniisi bar:
1.Tozdestwolayyn 0-a deil bolan funksiyalar.
2. Tozdestwolayyn 1-e deni bolan funksiyalar.

Bu funksiyalara, yagny 0 we 1 hemiseliklere iiytgeyin
ululyklaryn bos kopliiginden funksiyalar hokmiinde
garayarlar:
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Elementar funksiyalar diylip atlandyrylyan funksiyalaryn
sanawyny getirelin:

1) 1 (X)=0- nul hemiselik.

2)  f; (X)=1- bir hemiselik.

3) f3(X)=x- tozdestwolayyn funksiya.

4)  f, (X)=X- X-y inkdr etme (X dél)

5) f5 (Xl,Xg)z(Xl /\Xg)- X1 we Xo-nin
konyunksiyasy.(X;we X).

6) fo (X1,X2)=(X1V X2)- X1 We X, -nift dizyunksiyasy.(X;
}’/a-da X2 )

7) f7 (Xl,Xg)z(X1—> X2 )- X1 We X, -ninl 1mp11ka51yasy (X]_-
den x,-i gelip ¢ykyar.)Bu

8) fg (X1,X2)= (X, > X,) -xqwe X, —nin ekwiwalentligi
(ekwiwalensiya)

9)  fy (X1,X2)=(X1+X2)- X1 We Xp-nifi mod 2 boyunca jemi
10)  fi0 (X1,X2)=(X1 X2 )-Seffer funksiyasy (strihi).

11) fi1 (Xu.X%2)= (X, ¥ X,)-Lukasewi¢ funksiyasy (Pirs
peykamy)

Bu funksiyalaryii bahalaryny tablisalarda getirelin.
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1| x| (g Ao O vxg) (= xg)| O < x)| () | (i) (% 1 )
010 0 0 1 1 0 1 1
01 0 1 1 0 1 1 0
110 0 1 0 0 1 1 0
1] 1 1 1 1 1 0 0 0

2. Funksiyalaryn formulalar arkaly amala agmasy.

Elementar algebrada bolsy yaly "elementar"
funksiyalardan peydalanyp formulalary diizmek bolar.
Kesgitleme 1. Goy B P, ulgamyn funksiyalarynyn kébir
bolek kopligi bolsun.
a)Induksivanyn bazisi. Her bir f(x ,....x )e B funksiya B
iistiinde formula diyilyar.
b)Induktiw gecis.Goy f(x,...,.x )€ B bolsun.

A4,...A, ailatmalar ya B istiinde formulalar, ya-da U
alfawite degisli tiytgeyan ululyklaryn simwollary bolsunlar.
Onda f(Ay, ..., 4, )anlatma B tstiinde formula diyilyar.
Mysal 1. Goy B "elementar"funksiyalar kopliigi bolsun.
Onda:

IR X0) + X ]+ %, 3

2) [% - (X; +X4)]

3) {x VI = X%3)(X3 = X;)1}

anlatmalar B iistiinde formulalardyrlar.

Formulalary kwadrat yayly harplar bilen belgildlin.
Sunlukda yay i¢inde formulalary diizydn funksiyalar
yazylyar. Mysal icin U[fy,...,fn] vazgy U formulanyn
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fy, ...,/n funksiyalardan diiziilendigini anladyar. Formulalary
diizyan tiytgeyan ululyklary gorkezmeli bolanda U(X, ...,xn)
yazgyny yazyarlar.

Goy B={f1 (X1 ,...,xn ), ...fs (X1 ,...,xn ) }kOpliik iistiinde
U=UI[f,,...,/;] formula berlen bolsun.
Goy D={g:1 (X1 ,....xn ),...,gs(Xs,...,xn) Hunksiyalar kopliigi
bolsun. Bu yerde g funksiyalar f funksiyalar bilen sol bir
iytgeyin ululyklara eye.
Kesgitleme2. Goy B=B[ g,,...,0, ] formula U

formuladan
(fl... fs]
01--- Qs

calsyrma netijesinde alnan bolsun. Onda B formula U
formula bilen sol bir gurlusa eye diyilyar.

Mysal 2.

1) B={X, (% - %;)}, U =[x (X; - %5)]

2) D={X, (X, > X%,)}, B=[x, = (X, =>X3)]

Gorniisi yaly U we B sol bir gurlusa eye. Mundan beylak
formulalaryn gurluslaryny C bilen belgildris we U=C[f,....f
] gorniisde yazarys.

Kesgitleme 3. Goy U(Xy ,...,xp ) B iistiinde formula bolsun
we f(Xy,...,xn) €P, bolsun.

a)Induksivanyn bazisi. Eger U(xy, ...,xn)=f(Xy,...,xn), feB
bolsa, onda U(Xy ,...,xp )formula  f(xy ,...,x, )funksiyany

degisli edelin.
b)Induktiw gecis. Goy U(Xy,....xn )=fo (Aq,...,4n )bolsun.
Bu yerde A; i=1n ya B istiinde formulalar, ya-da X;

iytgeydn ululygynn simwollary. Onda A; formula
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(simwola) f jeP, funksiya ya-da fi =Xxj;  tozdestwo
funksiyasy degisli edilendir.
U(Xy,...,xn )formula f(Xy,...,.xn )=fo(fy,....,fn )funksiyany
degisli edelin.
Eger U formula f funksiya degisli bolsa, onda U formula f

U formula degisli bolan f funksiya B kopliigin
funksiyalarynyn superpozisiyasy diyilyar. fe B funksiyany
almaklyk prosesine superpozisiya operasiyasy diyilyar.
Mysal 3. GO}’/ fl(Xl,Xg ), fg(Xl,Xz,Xg), f3(X1,X2,X3) mysal 1-in
formulalaryna degisli bolan funksiyalar bolsunlar.
1) (((% - X,) + %) + X,) formula {i¢ 4dimde gurulyar:

(% - %), (0% - Xz) + %), (0% - X2) + %) + X3)

Bu bolek formulalara degisli funksiyalary tablisada
getirelin.

Xy | X2 (X X5) (X - X5) + X)) | (((% - X5) + X))+ X5)
00 0 0 0
0 1 0 0 1
1 0 0 1 1
1 1 1 0 1

Sonky siitiin f;(x; ,X; )funksiyany kesgitleyar.
f1 (X1 ,X2 )=max(x; ,X, )bolyandygyny gdrmek kyn daldir.
2) (X, %5, %3) = (X (X, + X3)) funksiyany ~ bir  ddimde
guralyn.
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x
iy

X
()

X
[0

fy (X, X5, %3)

R = ==]=)
R == ==)
== =)
olo|lo|o|o|r|r|o

3)
fa (X, X5, X3) = (% v ((X; = X3) (X3 = X, ))) funksiyany
tapmaklyk {iicin X;,X,,X; Uytgeydn ululyklaryn f3=1

bolyan bahalarynyn toplumyny tapalyn.Onu ii¢in:

{x V(X > X3)(X3 > X,)]}=0  bolyan yagdaylary
tapmak  yeterlik. = Bu  yagdaylar x;=0 we
[(X, = X3)(X3 = X,)] =0 bolanda bolyar.Sonky denligin
yerine  yetmegi Ugin (X, = Xg)we (Xz—x2)
formulalarynn i1 bolmanda birinin nula Owriilmegi
yeterlik. Bu formulalar X,=1,Xx3=0 ya-da Xx,=0,Xx3=1
bolanda nula owriilyérler. Seylelikde (001)we (010)
toplumlarda f; (x; ,X2 ,X3 )=0.Ony tablisada gorkezelin:
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iy

X
()

x
[«

f3 (X5 %5, X3)

PP RPRPPOIOCOIO
PP OO|IFRIFk,OIO
RO, O, IOIFr O
ellieliellieoliell i il

3.Bul funksiyalarynyn hésiyetleri.

Belli bolsy yaly, B iistiinde her bir formula bul
funksiyasy degisli, 06zi hem diirli formulalara deni
funksiyalar hem degisli bolup bilerler.

Kesgitleme 1. Eger B iistiinde U; we U, formulara degisli
fy, we f,, funksiyalar defi bolsalar,onda U; we U,

''''''

Mysal ii¢in

1) 0=(x- X)

2) (% - (X2 +X3)) ={x v [(X; = %3) (X3 = %;)1}
x—=>y)=(Y—>X)

formulalar dengiiye¢lidirler.
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Elementar funksiyalaryn  kébir  kopliiginin
hasiyetlerini hésiyetlendiryan dengiiycliliklerin
(tozdestwolaryn) sanawyny getirelin. (XpAX2), (X1VvX2),
(X1+x2) funksiyalaryn islendigini (X, o X,) bilen belgilalin.
1)  ((x{ °X,) funksiya orun calsyrma hisiyetine eyedir:

(X 0 %) = (X5 0 X))
2) (X, o X,) funksiya utgasdyrma hésiyetine eyedir:

(X1 0 %) © X3) = (X © (X3 © X3))
3)Konyunksiya we dizyunksiya ii¢in paylasdyrma kanuny
yerine yetyar:

(X Vv %5) - X3 =((X - X3) v (X; - X3))
(X1 - %2) v X3) = ((X; Vv X3) - (X; V X3))

4) X= X, (X %) = (X v X5), (% Vv %) = (X - X5).

5) Konyunksiya we dizyunksiya tigin asakdaky denlikler

adalatlydyrlar:
(X-X)=X (Xv Xx)=Xx
(x-x)=0 (xvXx)=1
(x-0)=0 (xv0)=x
(x-1)=x (xvl=1

Bellik 1. Eger yay bolmasa ilki kdpeltmek soiira gosmak
amaly yerine yetirilyar.
Bellik2. ((X; 0 X,) o X3),(X o (X, 0 X3)) formulalara derek
formula bolmadyk (X © X, © X3) anlatmalardan
peydalanmak bolar.Yaylary yerbe-yer goyup bu aiilatmany
formula 6wurmek bolar.
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Bellik3. Formulalardaky yaylary yazman hem bolar.

1)-5) sanawdan birnége diizgiinler gelip cykyar:

a) Eger logiki kopeltmek hasylynda kopelijilerin biri nula
deni bolsa, onda logiki kdpeltmek hasyly hem nula dendir.
b) Eger ikiden az bolmadyk kopelijini saklayan logiki
kopeltmek hasylynda 1-e dent bolan kopeliji bar bolsa ony
taglap yazmak bolar.

¢) Eger ikiden az bolmadyk gosulyjyny saklayan logiki
jemde nula deti bolan gosulyjy bar bolsa ony taslap yazmak
bolar.

d) Eger logiki jemde gosulyjylaryn biri 1-e den bolsa, onda
logiki jem hem 1-e dendir.

Mysal 2.

=X Xy V X Xp VX Xy =X Xo VX XKy =X (X VX)) =X - 1=X

hasylyny sindirme diizgiinidir.
4. Ikileyin funksiyalar. Ikileyinlik diizgiini.

Tozdestwolary almaklygyn ikileyinlilik prinsipine
esaslanan yene-de bir usuly bar.

Kesgitleme 2. [f(xy,...x)]*= f(X,....X,) funksiya
f(Xy,...,xn ) funksiyanyn ikileyin funksiyasy diyilyar.
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f (X,,...,X,) funksiya ti¢in tablisa f(Xy,...,x,) Gi¢in diiziilen
tablisadan funksiya degisli siitiinde 0-y 1 bilen we tersine
calysmaklyk hem-de ol siitiini tersine yazmaklyk arkaly
alynyar.

Xt f(Xl,X21X3) f ()_(1’ )_(2')_(3)

x
()

X
[0

N N N ===]=)
Rl |lololr||lolo
ok |lolr|lor|o
R olk|lololo|kr|k
=1 =1 =)

[f (X% ) = f()_(il,...,)_(in)bolany sebdpli bu funksiya

hem[f (X,....x,)] funksiya yaly 6wiirméni kesgitleyir.Bu
owiirméni f*bilen belgilidlin.Onda:
[f(X, ..., xn) ¥ =F*(Xq, ..., x1n).
Bellik.
0 funksiya 1-funksiya ikileyindir.
1 funksiya 0-funksiya ikileyindir.
X funksiya x-funksiya ikileyindir.

X funksiya X-funksiya ikileyindir.
X1 A Xp funksiya Xv X funksiya ikileyindir.
X1V X, funksiya X; AX, funksiya ikileyindir.
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Ikileyinlik 6zaralyk hésiyetine eyedir. Hakykatdan hem,
ikileyinligin kesgitlemesinden yazyp bileris:

frok=(f*)*=f,
yagny f funksiya f* funksiya ikileyindir.

Goy f(x, ...,xn)funksiya U formula bilen anladylyan bolsun.
Onda f*(xy,...,xn) funksiyany amala agyryan B formulanyn
gorniisi ndhilikd diyen sorag yiize ¢cykyar.

Teorema.Eger:

@(Xl, ...,xn)=f(f1(X11, v, lel), cee, m(Xml, ...,mem))
bolsa,onda
@*(xl, ...,xn)=f*(f1*(xl, ...,Xn), ...,fm*(Xl, ...,xm)).
bolar.
Subudy.
Yazyp bileris:

D*(Xy, ... Xn)= D(Xy,..., X )=
f(f, (>—<11,...,>—<1P1),. m (Xt -+ Xipp )) =
F(fy (Koo >‘<1p1),---,fm(lei---’xmpm)):

*(f (Xazs-Xg )vees T Xeng - Ximp )
Teorema subut edildi.

Bu teoremadan ikileyinlilik diizgiini gelip ¢ykyar:
Eger U=CIf,, ... f]formula f(xy,...,x,)funksiyany amala
asyryan bolsa,onda C[f*, ...f* J=U*formula
f*(Xy, ...,xp)funksiyany amala asyryar. U*formula U
formuladan fi,...,fs funksiyalary degislilikde f*q,...,/*%;
funksiyalar bilen ¢alysmak arkaly alynyar we U formula
ikileyin diyilyér.
Mysal 3.
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1) Eger U=C[ OLxX -X,,%X VvX,] bolsa, onda
U*=C[1,0,X, X, Vv X,,X, - X,] bolar.
U (X, X;) = [(Xl VX)) (X v )_(2)]
bolar.
Ikileyinlilik diizglininden eger
U (X e ) = B(Xg een X,
bolsa,onda
U (XX, ) = BT (Xgyeo X))
bolyandygy gelip ¢ykyar.
Mysal 4. X;* Xy =X VX, dengiiy¢lilikden
X; V X, =X; - X, dengiiyclilik gelip ¢ykyar.

5.Bul funksiyalarynyn iiytgeyanler boyunca
dargadylysy.
Logika algebrasynyn her bir funksiyasyny formula arkaly

anlatmak bolarmyka diyen sorag yiize ¢ykyar. Bu soraga
jogap berelin.

Goy X° =Xo Vv Xo bolsun.Bu yerde @ o=0 ya-da
o0=1.0nda
o {)‘(, o =0,
X =
X, o=1
X= o bolanda we dine sonda x =1 bolar.
Teoremal. Logika algebrasynyn her bir

f(Xq, ...,xp)funksiyasyny ¥V m(1<m<n) iigin
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f(X]_, ...,xm,xm+ly ---,xn):
v Xlo'l '---'Xmo-m . f(O'l,...,Gm,Xm+1,...,Xn) (1)

gornlisde yazmak bolar. Bu yerde logiki jem X; ,...,.x,
tytgeyanlerin  hemme miimkin bolan bahalar toplumy
boyunca alynyar.

Subudy.
Uytgeyénlerin erkin(e,...,a,)bahalar toplumynda (1)-in
cep we sag taraplarynyn dendigini gorkezelin:

f(al,...,an):( v )alal-...-amgm (O Oy Agse ) =

ZOCal '..ﬂmam : f(al’---;amsamﬂs---aan): f(al""an)

Teorema subut edildi.

(1)-e funksiyanyn X; ,...,xn liytgeyanler boyunga
dargadylysy diyilyér.

Netijel. (Uytgeyin boyunca dargatma).

Yazyp bileris:

f(Xl R o ):Xn f(Xl e Xn-1, 1 ) \Y) )_(n f(Xl E ...,xn_l,O)
(2)

f(Xy,...,%n-1,0) we f(Xy, ...,xn-1,1) funksiyalara dargatmanyn
diiziijileri (komponentalary) diyilyar.

§7. Normal gorniisler.
1. Elementar jem we elementar kopeltmek hasyl.

Kesgitleme. Logiki tiytgeyéan ululyklaryn ya-da olaryn
inkér etmelerinin logiki jemine elementar jem diyilyar.
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Mysallar. 1) xvy, 2) xvyvz
Asakdaky formula elementar jem diyip bolmaz:
XV 9 v(zat)vit

Sebdbi, bu formulanyn icinde konyunksiya amalynyn
belgisi bar.
Elementar jemin tozdestwolayyn ¢yn bolmagy ii¢in, onuil
icinde, biri beylekisinini inkdr etmesi bolan in bolmanda iki
sany gosujylaryn bar bolmagy zerur we yeterlikdir.
Kesgitleme. Logiki iiytgeydn ululyklaryn ya-da olaryn
inkdr etmelerinii konyunksiyasyna elementar kopeltmek
hasyly diyilyér.
Mysallar. Dx Ay, 2)XAyAz.
Asakdaky formula elementar kopeltmek hasyly diyip
bolmaz:
xA(Yvz) Az At, sebibi, onuil iginde dizyunksiya amalynyt
belgisi bar.
Elementar kopeltmek hasylyn tozdestwolayyn Valan
bolmagy li¢in onuil i¢inde biri beylekisinin inkdr etmesi
bolan in bolmanda iki sany kdpelijilerini bar bolmagy zerur
we yeterlikdir.

2. Normal gorniisler. Kesgitlemeler , teoremalar.

Kesgitleme. Berlen F(x,x,,...,x,) formulanyn konyunktiw
normal gorniisi diyip, sol formula den giiy¢li bolan hem-de
elementar jemlerin konyunksiyasyndan ybarat bolan
formula aydylyar:

F(X, %, X,) =R AR A AF,
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Bu yerde F,F,..F, formulalar x,x,,..x tytgeyjilerden

210001\
emele getirilen elementar jemlerdir. Her bir formulanyn
konyunktiw normal gorniigi bardyr we ol yeke-tak déldir

Kesgitleme. Berlen F(x,X,,..,x,) formulanyn dizyunktiw

normal gorniisi diyip, sol formula den giiy¢li bolan hem-de
elementar kopeltmek hasyllaryn dizyunksiyasyndan ybarat
bolan formula aydylyar:
F(X,%,...X)=FKRVEVv..vF

Bu yerde F,F,..,F, formulalar x,x,,..x tytgeyjilerden
emele getirilen elementar kopeltmek hasyllarydyr. Her bir
formulanyn dizyunktiw normal gorniisi bardyr we ol yeke-
tak daldir.

Teorema 1. Berlen F(x,%,,...,X,) formulanyn

tozdestwolayyn c¢yn bolmagy iicin, onuii konyunktiw
normal gornilisiniini her bir kopelijisinde, biri beylekisiniii
inkér etmesi bolan i bolmanda iki sany gosulyjylaryn bar
bolmagy zerur we yeterlikdir.
Teoremanyn subutyny 6zbasdak yerine yetirmeli.
Teorema 2. Berlen F(x,,x,,..., ) formulanyn
tozdestwolayyn valan bolmagy ii¢in, onun dizyunktiw
normal gorniisinii her bir gosulyjysynda biri beylekisiniii
inkédr etmesi bolan kopeljjilerin it bolmanda iki sanysynyn
bar bolmagy zerur we yeterlikdir.
Teoremanyn subutyny 6zbasdak yerine yetirmeli.
Mysallar.
1) Dengiiygli Ozgertmelerin  komegi bilen asakdaky
formulany haysy hem bolsa bir konyunktiw normal
gorniisde yazmaly.

X =% )%
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(=% ) x=

(X1 v X, )V X; = (X1 A Xz)V X, = (X1 v Xz)/\(xz v Xz) = (Xl v Xz)/\ X;
2) Dengiiy¢li ozgertmelerin  komegi Dbilen asakdaky
formulany haysy hem bolsa bir dizyunktiw normal
gornilisde yazmaly.

xyv(x—y)
x_yv(x - y)=mv()_(v y)= ()_(\/9)\/()_(\/ y)=)_(v§/v)_(v y=1

3. Kémil normal gorniisler.

Kesgitleme. Eger X, Xy, X, Uytgeyanlerden  emele
getirilen elementar jemin iginde, sol iiytgeyénlerin her biri
dine bir gezek, ya inkédr etme bilen ya-da sonsuz girydn
bolsa, onda ona kédmil elementar jem diyilyar.

Kesgitleme. Eger X, %,,.., X, Uytgeydnlerden emele
getirilen elementar kopeltmek hasylyn icinde, sol
tytgeyénlerin her biri dine bir gezek, ya inkdr etme bilen
ya-da sonsuz girydn bolsa, onda omna kémil elementar
kopeltmek hasyl diyilyar.

Kesgitleme. Eger x,x,,..,x, ytgeydnlerden emele getirilen
konyunktiw normal gorniisinin her bir kopelijisi, sol
iytgeyédnlerden emele getirilen kdmil elementar jem bolsa,
onda onla kdmil konyunktiw normal gorniis diyilyér.
Basga-ca aydanymyzda, berlen formulanynn kémil
konyunktiw normal gorniisi diyip, onun asakdaky sertleri
kanagatlandyryan konyunktiw normal gorniisine aydylyar:
a)onuii i¢cinde birmenizes kopelijiler bolmaly dildir;

70



b)hi¢ bir kopelijinin i¢inde birmenzes gosulyjylar bolmaly
daldir;

¢) hi¢ bir kopelijinil i¢inde iiytgeyan Oziinin inkar etmesi
bilen bile gelmeli dildir;

d)her kopelijinin icinde hemme liytgeyénler ya inkér etme
bilen ya-da sonsuz bolmalydyr.
Kesgitleme. Eger x,x,,..,x, Gytgeydnlerden emele getirilen
dizyunktiw normal gorniisinii her bir gosulyjysy, sol
iytgeydnlerden emele getirilen kdmil elementar kdpeltmek
hasyl bolsa, onda onia kidmil dizyunktiw normal gorniis
diyilyar.
Basga-ca aydanymyzda, berlen formulanyn kéimil
dizyunktiw normal gorniisi diyip, onun asakdaky sertleri
kanagatlandyryan dizyunktiw normal gorniisine aydylyar:

a)onun i¢inde birmenzes gosulyjylar bolmaly dildir;

b)gosulyjylaryn icinde birmenzes kopelijiler bolmaly
daldir;

¢) hi¢c bir gosulyjynyn i¢inde TUytgeydn Oziinil inkér
etmesi bilen bile gelmeli déldir;

d)her gosulyjynyn iginde hemme {iytgeyanler ya inkér
etme bilen ya-da sonsuz bolmalydyr.

Netije 2. (Hemme n iiytgeyédnler boyun¢a dargatma).
Eger f(Xy, ...,xn) 50 bolsa onda:

f(X]_, .. .,Xn):

v XX, (o en o) = VX
(G1-57) (G150

o1
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ax, (3)

f(oy,....0,)=1
formula dogrudyr. (3) formula KDNG diyilyar.
Teorema2. Logika algebrasynyn her bir funksiyasy inkar
etme, konyunksiya dizyunksiya arkaly formula gorniisinde
anladylyp biliner .
Subudy.Eger f(x,...,x,) =0 bolsa, onda

f (X X)) =X - Xy
Eger f(x,...,x,)=0Dbolsa, onda :

fXy X=X X" (3)
(01,07

Teorema subut edildi
Seylelikde, B koplik hokmiinde inkdr etmeden,
konyunksiyadan we dizyunksiyadan ybarat kopliigi alyp
logika algebrasynynl islendik funksiyasyny B iistiinde
formula arkaly bermek bolar .

Teorema 2 islendik funksiya tligin ony amala asyryan
formulany KDNG-de gurmaklyga miimkingilik beryir| .
Onun tdgin f(Xy,...,x,)=0 funksiya degisli tablisada
f(oy,....0,)=1 Dbolan hemme (oy,...,0,) setirleri
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belleyiris we her bir beyle setir tigin %™ -..x,"" logiki
kopeltmek hasylyny diizydris, sofira alnan hemme
konyunksiyalary dizyunksiya amaly bilen birikdiryéris .
Mysal 1. x; —s X, funksiya {icin KDNG-ny yazmaly.
Coziilisi.

X1 — X, funksiya tli¢in tablisana yazalyn.

X1 X2 X1—>X2
0 0 1
0 1 1
1 0 0
1 1 1

Nel tablisa.

Gorntisi yaly (0;0),(0;1),(1;1) toplumlar iigin X;—>Xo=1
.Sonun {i¢in :

X X =X AXGVXIAXG VXTI AXG =R ARy VK AKXy VX A Xy

Mysal 2.
Xp | X2 | X3 | f(X1,X2,X3)
000 1
001 1
0110 0
011 0
1]0]o0 0




tablisa bilen berlen f(x;,X2,X3) funksiya tigin KDNG-i
yazmaly .
Coziilsi .
f(X1,X2,X3)=X; X, X3 V X X5 X3 V X1 X5 X3 V Xy X5 X5,

Belli bolsy yaly KDNG v A gorniisli anlatmadyr, yagny
kopeltmek  hasyllarynyn  logiki  jemidir.  Logika
algebrasynyn funksiyasy iicin A v gornlsli ailatmany
almak bolarmyka diyen sorag yiize ¢ykyar. f =1 bolsa bu
soraga tassyklayjy jogap bermek bolar. Eger f*#1 bolsa,
bu funksiya ticin KDNG-i yazalyn:

(X, ..., Xn)=
vooX e x,
(01,..-00)
f (oq,..ms o,)=1
Ikileyinlik formulalar {igin dengiiycliligi alyp taparys:
f(X]_, ...,Xn):
o (X v.vx, )=
01,40



f(cy,...,0,)=0
%% (X1, Xn) = T (Xq,...,Xn)
bolyandygy sebépli gutarnykly yazyp bileris:

fXperonXn) = A (%P1 v, v X, O1) 4)
(o1......00)
f(o1......0n) =0

(4) formula kdmil konyunktiw normal gorniis (KKNGQG)

diyilydr.Mysal 3. X; —x; funksiya tigin KKNG — i yazmaly.

Coziilisi.
Nel tablisadan yazyp bileris:
X; —X2 = X1* V Xo0 = X1 V Xp
Mysal 4. Ne2 tablisa bilen berlen f (X1, X2, X3) funksiya ti¢in
KKNG -1 yazmaly.

Cozuligi
S, x,,x) = (v, V) A v, VA v, V) A, VX V)

Gornilisi  yaly, logika algebrasynyn funksiyasyny
bermek tli¢in tablisalar bilen bir hatarda inkdr etmeden,
konyunksiyadan we  dizyunksiyadan ybarat bolan
funksiyalar kopliigininn iistiinde formulalar dilinden hem
peydalanmak bolar. Gabalyk nukday nazaryndan
formulalar dili tablisalar diline gord gowudyr. Mysal {i¢in,
formula bilen berlen

f (X1....Xn) = X2V XoV......VX;,
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funksiya 2n-1 simwoly saklayar (liytgeyénlerin
simwollarynyn n sanysyny we n-1 sany dizyuksiya
simwolyny). Eger by funksiya tablisa gorniisinde berilse,
onda ol tablisanyn 2" setiri bolar.

Berlen formulany kdmil konyunktiw normal gorniise
getirmek ti¢in, dengiiycli 6zgertmeleriii komegi bilen ony
ilki konyunktiw normal gorniise getirmeli. Sofira onun
haysy kopelijisinde gosulyjy hokmiinde kébir liytgeyéan
yetmeyin bolsa, sol kopelijinin iistiine, yetmeyén liytgeyin
bilen onuinl inkdr etmesinini kopeltmek hasylyny gosmaly
we ikinji paylasdyrma kanuny esasynda yaylary
acysdyrmaly. Ondan son, eger bar bolsa, gaytalanyan
kopelijilerinin we gosujylarynyn birinden baggasyny hem-
de ¢yna den bolan kdpelijilerini taglamaly.Sondan soii
kdmil konyunktiw normal gorniisi alyarys.

Mysal.1. (x - 9)—> y formulany KKNG-de yazmaly.
Iki bilen berlen formulany KNG-e getirelin.

ks y) > y=

xvylvy=xay)vy=(xvy)rlyvy)=(xvy)ay -bu
konyunktiw normal gorniisdir. KKNG-I almak ii¢in y
agzasyna x A x formulany gosyarys:

(xvy)ay=(xv y)/\(yv(xm?»z (xvy)alyv X)/\(y\/)_().
Birinji we ikinji kopelijiler menzesdir, olardan difie birini
galdyryarys:

(x —>§/)—> y=(xv y)/\(y\/)_().

Berlen formulany kdmil dizyunktiw normal gorniise
getirmek {i¢in, dengiiycli 6zgertmeleriii komegi bilen ony
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ilki dizyunktiw normal gérniise getirmeli. Sofira onun
haysy gosulyjysynda kopeliji hokmiinde kéabir tiytgeyéin
yetmeyin bolsa, sol gosulyjyny, yetmeyin liytgeyan bilen
onun inkér etmesiniil jemine kopeltmeli we birinji
paylasdyrma kanuny esasynda yaylary acysdyrmaly. Ondan
sof, eger bar bolsa, gaytalanyan gosulyjylarynn we
kopelijjilerinii birinden basgasyny hem-de yalana den
bolan gosulyjylaryny taslamaly.Sondan soni kiamil diz
yunktiw normal gorniisi alyarys.

Mysal2. (x » y)v (y v z) formulany KDNG-de yazmaly.

I1ki bilen berlen formulany DNG-e getirelin.

(XA Y)v W= (xAy)v (y A E)— bu dizyunktiw normal
gorniisdir, yone KDNG daldir.

Birinji gosulyjyny zv z formula, ikinji gosulyjyny bolsa
xv x formula kdpeldeliii.

(XA y)v(y /\_E): i ) ) i
(XA y)/\(Z\/Z)\/(y/\Z)/\(XVX)=(X/\y/\Z)\/(X/\y/\Z)\/(y/\Z/\X)\/(y/\

IKinji we tigtinji gosulyjylar menzesdirler, olardan birini
taslap,berlen formulanyn KDNG-ni alarys.

§8.Doly ulgamlar.

1. Doly ulgamyn kesgitlenisi. Doly ulgamlaryn
mysallary.
Belli bolsy yaly logika algebrasynyn her bir
funksiyasy X, X; A X,,X; V X, elementar funksiyalar
ulgamy arkaly formula gornusinde aiiladylyar. Beyle
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hésiyete elementar funksiyalaryn basga-da kébir ulgamlary
eyedir.
Kesgitleme 1. Eger islendik bul funksiyasy P,-d4 degisli
{f1,...fs,...} funksiyalar ulgamynyi funksiyalary arkaly
formula gornlisinde yazylyp bilinyan bolsa, onda
{f1,...fs,...} funksiyalar ulgamyna (funksional) doly dililyar.
Doly ulgamlaryii mysallaryny getilerini.
1) Hemme bul funksiyalarynyn P, ulgamy doludyr.
2) By = {)_(, Xp A Xy, XV X2} ulgam doludyr.
Su yerde bir teorema getirelin.
Teorema 1. Goy

B= {fl’fz,...}e P2 (1)

G= {gl,gg,...}e P, (2)
funksiyalar ulgamlary berlen bolsun. Goy (1) ulgam
doly bolsun we onun her bir funksiyasy (2) ulgamyn
funksiyalary arkaly formula gorniisinde anladylyan bolsun.
Onda (2) ulgam doludyr.

we

Subudy.
(1) ulgam doly bolanlygy sebépli islendik heP,
funksiyany
h = C[flyfz]
formula gorniisinde anlatmak bolar. Teoremanyn serti
boyunga:
fi=C1 001, 92....1 , 2= C2 [y, 92,1,
Onda:
h=C[fif,..] =C[Ci [0 92....], C2 [01, G2,---],--] =
C'[91, G2.-.]-
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Yagny h funksiya G iistinde formula gorniisinde
anladyldy. h funksiyanyn erkinligi sebédpli (2) ulgam
doludyr.

Teorema subut edildi.

Indi doly ulgamlaryn sanawyny dowam edelin.

3) B, ={X, Xy AXz} ulgam doludyr. Ona g6z yetirmek {igin
(1) ulgam hokmiinde B; = {)_(l, Xi A Xy Xy V XZ}
ulgamy, (2) ulgam hokmiinde bolsa B, = {X, X;AX:}

ulgamy alyp we X; Vv X, =X; AX, dengiyclilikden
peydalanyp bolar.

4) Bg ={)_(1,x1 vxz} ulgam doludyr. Bu tassyklamany
subut  etmeklik  Ug¢in (1) ulgam  hokmiinde
Bi= {)_(, X; A Xyy Xy V Xz} ulgamy, (2) ulgam hokmiinde
bolsa

Bs :{)_(, X; V Xz} ulgamy alyp, X; A X, =X; V X,
dengiiy¢lilikden peydalanmak yeterlik.
5) B4 = {X1/x.} ulgam doludyr. Hakykatdan hem (1) ulgam
hékmiinde B, ={X, X; A X, } ulgamy, (2) ulgam hokmiinde
bolsa B, = {X1/X,} ulgamy alalyi. Yazyp bileris:

X /X =%, (X Ix) (X /%)= X [ Xy = X A X,

6) Bs = {0,1, x;AXz, X3+Xz (mod 2)} ulgam doludyr.
Hakykatdan hem (1) ulgam hokmiinde B, = {X, X3 AX2}
ulgamy, (2) ulgam hokmiinde bolsa Bs = {0,1, X3 AX2, X1+Xo
} ulgamy alalyi. Yazyp bileris:

X1+1= X1, XiAXo=X1AXp
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0;1 himiseliklerden we X; AX, , X;+X, funksiyalardan
diizilen formula yaylar acylyp kébir oOzgertmeler
gecirilenden soit mod 2 boyunca kopagza dwriilyar.

2.Zegalkin kiopagzasy.

Teorema 2. (I.I. Zegalkin). P, ulgama degisli her bir
funksiya mod 2 boynga kopagza gorniisinde anladylyp
bilner. Bu kopagza Zegalkin kopagzasy diyilyir.

,,,,,, X, iiytgeyinlere bagly bolan  Zegalkin
kopagzalarynyn, yagny

2 & XX

(.. dg )
gornlisli  anlatmalarynn  sany 2° bolar, sebéibi
Xi -y Xi agzalaryn sany (l,...,n) sanlardan diziilen
(i1,.....Is) bolek kopliikleriti sanyna defi, yagny 2" — e den,
Qj s A koeffisiyentler bolsa ya nula deti ya-da bire den.
Bu iiytgeyédnlere bagly hemme bul funksiyalarynyn sany

hem 22 -¢ defi. Bu yerden bul funksiyalarynyi Zegalkin
kopagzalary arkaly anladylysynyn yeke-tdkligi gelip
cykyar.

Mysal 1. x; we X, pikir aytmalaryn dizyunksiyasyny
Zegalkin kopagzasy gorniisinde aiilatmaly.

Coziilisi.
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X1 We Xp pikir aytmalaryn dizyunksiyasy l¢in gerekli
anlatmany kesgitsiz  koeffisiyentleri bolan kopagza
gorniisinde gozlalin:

X1V X2 = a Xq1Xo +bXq+CXo+d.

X1= X2 =0 bolanda 0 = d bolar.

x1=0, x =1 bolanda 1=c bolar.

X1 =1, X, =0 bilanda 1 = b bolar.

X1 = X2 = 1 bolanda 1=a+b+c bolar. b=1 we c=1
bahalary ornuna goyup a=1 bolyandygyna goz yetireris.
Seylelikde:

X1V Xo = X1Xo + X1+ Xo

bu dizyunksiyanyi Zegalkin képagzasy gorniisinde

anladylysydyr.

§9.Yapyk ulgamlar.
1.Yapyk ulgamyii Kkesgitlenisi. Yapyk ulgamlaryi
mysallary.
Kesqgitleme Goy M koplik P, ulgamyn

funksiyalarynyn kdbir bolek kopligi bolsun. M kopliigini
yapagy diyip bu kopliigin funksiyalary arkaly formula
gornlisinde anladylyan hemme bul funksiyalarynyn
kopliigine aydylyar we [M] bilen belgilenydr.

Mysal.

1) Eger M=P; bolsa, onda [M]=P..

2) Eger M={1, x;+X,} bolsa, onda [M] hemme ¢yzykly
funksiyalaryn L ulgamydyr, yagny

f{x1 X }=Co+Cix1+...+CpX, (Mod 2), ¢;=0;1, i=0,n ,
gorniisli funksiyalar ulgamydyr.
Yapak asakdaky hésiyetlere eyedir:

1) Mc[M]
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2) [[M]]=[M]
3) Eger My < M; bolsa, onda [M1] < [M3]
4) [Ml o Mz]Q[Ml]U[Mz]

Kesgitleme. Eger [M] = M bolsa M kopliige,

(funksional) yapyk diyilyar.

Mysal.

1) M=P; kopliik yapykdyr.

2) M={1x;+x,} koplik yapyk daldir.

3) L koplik yapykdyr, sebdbi ¢yzykly anlatmalardan
diiziilen ¢yzykly anillatma ¢yzyklydyr.

Her bir [M] kopliik yapykdyr.

2.T,,T, we S ulgamlar.

Yapak we yapyk synp adalgalarynda dolulygyii 6ii
getirilen kesgitlemesine dengiiy¢li kesgitleméni getirelin:

Kesgitleme. Eger [M] = P, bolsa, onda M synp
doludyr.

P, ulgamda yapyk synplara garalyi.

1) 0 hemiseligi saklayan, yagny f (0, ..., 0) = 0 bolan
hemme f (X1, X,) bul funksiyalarynyn synpyny Ty bilen
belgllahfl Onda: 0, X, X1Xo, X1VX2 X1+Xp € TO, 12Ty
, X €Ty bolyandygy aydyndyr. fe Ty funksiya degisli
tablisanyn bir setiri nul bahany saklayandygy sebépli Ty
synpa degisli Xj..., X, uytgeydnlere bagly bolan bul

1 n
funksiyalarynyii sany E .22 polar. T, vapyk synpdyr.

Hakykatdan hem, dengiiy¢leyin funksiyanyin Ty Synpa
degislidigi  sebdpli To synpyn  yapykdygyny
esaslandyrmak  i¢in  f, fi,....fneTo bolanda
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@&=f(fy,....,fn) € Ty bolyandygyny gorkezmek yeterlikdir.
Yazyp bileris:
@(0,....,0)=f(f,(0....,0),....f5(0....,0))=f(0,....,0)=0
2) 1 hemiseligi saklayan, yagny f (1,...,1)=1 bolan hemme
f(X1,...Xn) bul funksiyalarynyn synpyny T; bilen
belgllahﬁ 1, X, X1 A X2, X1VXo ET]_ ) O, X ng
bolyandygy aydyndyr.
T; synpyn funksiyalarynynn To synpyn funksiyalaryna
ikileyinligi sebépli Ty synp barada alnan netijeleri T, synpa
hem gecirmek bolar.  T; synp yapykdyr we iiytgeydn n

1 n
ululyga bagly bolan 5-22 sany funksiyany o0ziinde

saklayar.

3) Oziine ikileyin funksiyalaryn, yagny f*=f, feP,, bolan
funksiyalarynn synpyny S bilen belgildlin. Mysal {i¢in X
we X funksiyalar 6ziine ikileyindirler.

h(X1,X2,X3)=(X1X2) V(X1X3)V(X2Xs3)

funksiya 6ziine ikileyindir. Hakykatdan hem:

0™ (X1, X2, X3)=(X1VX2) (X1v X3)(X2v
X3)=(X1X2)V(X1X3)V(X2Xg)=h( X1,X2,Xs)

Oziine ikileyin funksiya {i¢in

f(Xyyes X, ) =F(X1, 00, Xn)
dengiiyclilik adalatlydyr.

S synp yapykdyr. Hakykatdan hem, dengiiycleyin
funksiyanyn S synpa degislidigi sabapli f, fi,....f,eS
bolanda ®=f(fy,...,f)eS Dbolyandygyny gorkezmeklik
yeterlikdir. Yazyp bileris:

O*=(f*q,...,Fn)=f(fy,...,frn)=D
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3.Oziine ikileyin diil funksiya baradaky teorema.

Teorema. Eger f(xy,...,.x,)& S bolsa, onda ondan x we
X funksiyalary goymak arkaly bir iiytgeydne bagly 6ziine
ikileyin dél funksiyany, yagny hemiseligi almak bolar.

Subudy.
Eger f(xy,..,xn)¢S bolsa, onda (e,....,)toplum
tapylyp -
fle,..a,)= f(a,..a,)
bolar.

oi (X)=x : , 1=1,..,n funksiyalary girizelin. Goy

0i(x)=f(p1(x),..., pn(X)) bolsun. Yazyp bileris:
o ap

q0(0)=f(g01(0),,g0n(0))=f(0 1---10 )
=f(a,...a,)=f(a,...a,) = F(L",...17") =
=f(@a(D).....on(1))= (1)

Yagny ¢(0)= ¢(1). Diymek, o(x) funksiya hemiselik
ululykdyr.

Teorema subut edildi.

§10. Monoton funksiyalar ulgamy.

1.0Oiiden gelme gatnasygy.

Toplumlar iicin wektorlayyn yazgyny ulanalyn:
a =(0g,...,0n) We s.m.

Kesgitleme. Eger o;<Bs,...,0,<p, bolsa, onda
a=(as,...,0n) We B=(By,..pn) toplumlar #¢in a < /[
ondengelme gatnasygy yerine yetyar diyilyar.
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Kesgitleme. Eger islendik & we g iki toplum tigin
a < bolanda f(a)<f(B) bolsa, f(Xy,....xn) funksiya
monoton diyilyér.

0,1,x, X1X2, X1VXo monoton funksiyalaryn
mysallarydyrlar.

Monoton funksiyalaryn M  kopliigi  yapykdyr.
Hakykatdan hem, M kopliigin dengiiy¢leyin funksiyany
saklayandygy sebdpli M kopliigin yapykdygyny gorkezmek
uc¢in f, fy,...,fy, funksiyalar monoton bolanlarynda
O=f(fy,...,fn) funksiyanyn hem monotondygyny
gorkezmeklik yeterlikdir. Goy X =(X1,...,Xn),
X =(X11,000 Xy iever X "= (Xentyooo X ) degislilikde @, fy,...,fr

funksiyalaryn tiytgeyinler toplumy bolsun. Sunlykda @
funksiyanyn  iytgeydnler  toplumy  dine  fy,...,fy
funksiyalarda dus gelydn {ytgeyidnlerden ybarat bolsun.
Goy a we f X tytgeyénlerin n uzynlykly iki bahalar
toplumy bolsun. Sunlukda &-<E bolsun. Bu toplumlar
x',...x" tytgeyanlerin oy Pi,..., om,Pm bahalar toplumyny
kesgitleydrler, sunlukda a; < Bi1,..., 0m < Pm. 1y fin
funksiyalaryn monotonlygy sebipli.

(@Y <ABY o fa(@™) <fou B™)

densizlikler yerine yeter. Sonun iigin:

(FI(@"),Fn( @ ™) < (B Yenfn B™)

bolar. f funksiyasynynn monotonlygy sebépli yazyp
bileris:
P(@)=F(Fr(@),.fn(@™) <SRBT, FulB™) =D(B)
Gorsiimiz yaly ¢(X) monoton funksiyadyr. Diymek M
vapyk kopliikdir.
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2.Monoton dil funksiya baradaky teorema.

Kesgitleme Eger a=(ay,..., Gi1, O, Oi+1,..., On) WE
B =(04,..., Oi1, ©j, Oj+1,..., 0n) bolsa, onda a  we
[ toplumlara i-nji koordinata boyunga gofisy diyilyar.

Teorema (monoton dil funksiva barada). Eger
f(X1,...,.Xn) € M bolsa, onda 0,1 hemiselikleri we X funksiyany
ornuna goymak arkaly ol funksiyadan 1 argumente bagly

monoton dél funksiyany, yagny X funksiyany almak
bolar.

Subudy.

ki f (&)<f(B) (1) detisizlik Verine yeter yaly @ <
gonigy toplumlar jibiitinin bardygyny gorkezilin. fg M
bolanlygy sebépli at< ,él bolanda f(&l) > f(,gl) bolar
yaly &' we B! toplumlar bardyr. Eger a' we A
toplumlar gongy bolsalar, onda (1) defisizlik subut edildi.
Goy at we ,E ! gonsy dil toplumlar bolsunlar. Onda ﬁ~ !
toplum al toplumdan k (k>1) sany koordinatalarda
tarawutlanyar, sunlukda bu k koordinatalar & toplumda O,
,g ! toplumda bolsa 1 baha eyedirler, Sonufi ti¢in & ! we ,g !
toplumlaryn arasyna at<a’<..<a* < E bolar yaly
k-1 sany o 2, ...,&k toplumlary goymak bolar. Yanasyk
duran toplumlar gofisydyrlar. f(a') > f(Bl) bolanlygy
sebipli & < Bbolan it bolmanda bir gdhsy jiibiit iicin
f(@)> f(B)bolar. Goy bu jiibiit i-nji koordinatalary
boyunga goiisy toplumlar bolsunlar, yagny
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a =(04,...,0.1,0,0i+1,..., On), B =(0g,...,0.
1,1,04+1,...,00)

bolsun.p (X)= f(ay,...,04.1,X,  Qjs1,...,0n) funksiyany
girizelin. Onda:

(0(0) = f (al’""ai—l'oiaiﬂ"'"an):f(& )>f(ﬁ ):f((ll,...,
04i-1, 1, Qli1,..,0n)= @ (1)

bolar. Yagny ¢@(X) =X.

Teorema subut edildi.

Hemme c¢yzykly funksiyalaryn synpyny L bilen
belgildlin x, X, X;+X2€L, XiX22L, X, v X, ¢ L bolyandygy
aydyndyr. L synpyn yapykdygy 6n gorkezilipdi.

3. Cyzykly dil funksiya baradaky teorema.

Teorema 2. (¢cvzvkly dil funksiva barada). Eger
f(X1,....Xn)¢L bolsa, onda 0,1 hemiselikleri, X, X

funksiyalary we f funksiyany ornuna goymak arkaly

ondan iki argumente bagly ¢yzykly dadl X; A X, funksiyany

almak bolar.
Subudy.
Belli bolsy yaly
f(X1,....Xn)= Q. Xy e X (2)
(il!---js)

Zegalkin kopagzasy ¢yzykly dil, sonuil iicin ift
bolmanda iki kopelijini saklayan agza bardyr. Bu
kopeljjilerin arasynda x; we X, bar diyelin (2) kopagzany
ozgerdelin:

(i z )ail...iS P X, e Xi = XaXofuXa, . Xn) +Xafo
iy ds

...............
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@ (X1,X2)=f(X1,X2, A 3,eeey &) = X1, XoFax1HfX0+ Y
bolar. Buerde a, B, 0 ya-da 1 bahalary kabul edyén
hemiselikler.
w(X, X, )= + B, X, +a)+af+y

funksiyany girizelin. Onda
W (X, %) = (X + B)(X, + ) +a(x + )+ B(X, +a) +

Teorema subut edildi.
To, T, S, M, L yapyr synplar jiibiit — jiibiitden
tapawutlydyrlar.

To T, S M L

0 |+ — — + +

1 | — + — + +

X | — — + — +

.+ alamaty funksiyanyn degisli synpa degislidigini
anladyar, "—" alamaty bolsa — degisli daldigini anladyar.

§11. Maksimal ulgamlar.
1. Dolulygyn zerur we yeterlik serti.
Goy  B={f,f>,..., funksiyalaryii erkin ulgamy
bolsun.
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Teorema 1 (Funksional dolulyk barada).
B funksiyalar ulgamynynn doly bolmagy {i¢in, oniin
1,,7,, S, M, L yapyk synplaryn hi¢ birinde hem

tutuslygyna saklanmazlygy zerur we yeterlikdir.

Subudy.

Zerurlygy Goy B ulgam doly bolsun, yagny B e P,
bolsun. B ulgam7,,7;, S, M, L synplaryn haysy hem birine
degisli diyelin.Ol synpy N bilen belgildlin. Onda yapagyn
we yapyk synpyn hisiyetlerinden peydalanyp yazyp bileris:

P, =[B]c[N]=N

Bu miimkin dal.

Yeterligi. Goy B ulgam Ty, Ty, S, M, L synplaryn hig
birine hem tutuslygyna degisli bolmasyn. Onda B
ulgamdan bu hisiyete eye bolan we 5-den kép bolmadyk
funksiyany 6ziinde saklayan B; bolek ulgamy boliip almak
bolyar. Onun iigin B ulgamdan degislilikde Ty, T1,S, M, L
synplara degisli bolmadyk f; , fj, fc, fn , fi funksiyalary
alyarlar we bu funksiyalardan ybarat ulgamy B; bilen
belgileyirler, yagny

Bi= {fi, fj, fi, fm, fi}

Bu funksiyalar sol bir iiytgeyédnlere bagly diyip hasap
etmek bolar. 1lki fi , f;, we fi funksiyalaryn komegi bilen O
we 1 hemiselikleri guralyn. f; ¢ T, funksiya garalyn. Iki

vagdayyi bolmagy miimkin:
1) fi (1,..1)=1. Onda o) = fi(x,....x) funksiya 1
hemiselikdir, sebébi »(0)= fi(0,...,0)=1,
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o) = f,(L...1) =1. 0 hemiselik f(1,...,1)=0 deilikden

alynyar.
2) fi (1,..1)=0. Onda ¢ (X)=fi(X,...,.x)=X funksiyadyr,
sebébi ¢ (0)=f; (0,...0)=1, ¢ (1) =fi(1,...1)=0.

Indi fy (f, ¢S) funksiyany alalyn. Onda (umumy
okuw 12, teorema) bu funksiyadan hemiseligi almak bolar,
X funksiyanyn barlygy sebipli beyleki hemiseligi hem
taparys. Seylelikde iki yagdayda hem 0 we 1 hemiselikleri
alarys. Indi 0, 1 hemiseliklerii we f_ & M funksiyanyn

komegi bilen X funksiyany guralyn.Onuin {igin monoton
dil funksiya baradaky teoremadan peydalanmak yeterlik.

Indi 0;1 hemiseliklerden, X we f; funksiyalardan
peydalanyp X; Xy funksiyany guralyn.Onui lgin ¢yzykly
dil funksiya baradaky teoremadan peydalanmak yeterlik.
Seylelikde B; tstiinde (diymek B iistiinde hem) formulalar
arkaly X we x; A X, funksiyalar amala agyryldy.

Teorema subut edildi.

Netije 1. Islendik meP, , m=P, yapyk synp gurlan
synplaryi it bolmanda birine degislidir.

2. Maksimal ulgamlar.

Kesgitleme 1. Eger P, ulgamyn funksiyalarynyn n
synpy doly dél bolsa, emma islendik f (f e P,,f ¢n) funksiya
iicin nU{f} synp doly bolsa, onda n ulgama maksimal
diyilyar.

Bu kesgitlemeden maksimal synpyn yapyklygy gelip
cykyir.

Netije 2. Logika algebrasynda difie 5 sany maksimal
synp bar: Ty, T1,5,M,L.
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Mysal 1. f]_:Xng ) f2=O, f3:l, f4:X1+X2+X3 (mOd 2)
funksiyalar u8lgamy doludyr.

Hakykatdan hem,
foeTy, f,eT, f,eS,f,eM, fel.

Onda Teorema 1 boyunga {f,,f,,f,, f,} ulgam
doludyr. Basga tarapdan bolsa funksiyalaryn islendiginin
ayrylmagy ulgamyn doly bolmazlygyna getiriyar:

o, fa fufcL o {f, o, fulcTy,
{f,,f,,f,}cT, , {f,f,, f,jcM.

Teorema 2. P, ulgamda doly bolan her bir B
funksiyalar ulgamyndan dortden kép bolmadyk funksiyany
saklayan bolek ulgamy boliip almak bolar.

Subudy.

Teorema 1 boyunca B ulgamdan 5-den kop bolmadyk
funksiyany saklayan B; bolek ulgamy almak bolyandygyny
gorkezipdik. f; ¢ T bolyandygy aydyndyr. f; funksiya
oziine ikileyin dil, sebidbi fi(0,...,0)=fi(1,...,1), ya-da
monoton dil, sebibi fi0,...,0)>f (1,...,1).
Sonufi ii¢in ya {fi, fi o f|} ulgam ya-da {f;f,fi} ulgam
doludyr.

Teorema subut edildi.

Mysal 1-den gorniisi yaly funksiyalaryn sanyny 4-den
azaltmak bolmayar.

P, ulgamda yapyk koplikleri 6wrenmeklik
meselesinde amerikan matematigi E.Postun gosandy
uludyr. Kébir netijeleri getirelin.

Kesgitleme 2. Eger m yapyk synpdan bolan
{f,,..., .. funksyalar ulgamynyfi yapagy m bilen gabat
gelydn bolsa, onda ol ulgama m synpda doly diyilyar.
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Basgaca aydylanda, eger m synpyn her bir funksiyasy
{f,,... f,,..}funksiyalar ulgamynyn funksiyalary arkaly

Kesqgitleme3. Eger m yapyk synpa degisli we m
synpda doly {f,,...,f,,..}funksiyalar ulgamynyii her bir
hususy bolek ulgamy doly dél bolsa, onda ol funksiyalar
ulgamyna m synpyn bazisi diyilyar.

I\/Iysal f1=X1X2 , f2=0, f3=l, f4=X1+X2+X3 fnksi}‘/alar
ulgamy P,-de bazisdir.

{0;1; Xy A Xoy Xy V Xy }ulgam M synpyi bazisidir.

Teorema 3.(E.Post) P, ulgama degisli her bir yapyk
synp tiikkenikli bazise eyedir.

Teorema 4.(E.Post) P, ulgamda yapyk synplar
kopliiginin kuwwady hasaplydyr.

§12. Logiki defilemeler.

1. Logiki denilemeler.

Uytgeyinlerii ¢ynlyk bahalary boyunga funksiyanyn
degisli ¢ynlyk bahasyny tapmaklyk meselesine biz o6n
garapdyk. Belli bolsy yaly, bu yagdayda amallaryn
kesgitlemelerine dayanyp, funksiyadaky amallary yzygider
yerine yetirmek bilen funksiyanyn degisli bahasy tapylyar.
Indi funksiyanyii berlen c¢ynlyk bahalary boyunga
argumentlerin  ¢ynlyk bahalaryny tapmaklyk meselesine
garalyn. Bu mesele logiki denilemeleri ya-da deiilemeler
ulgamyny c¢o6zmeklik bilen baglanysyklydyr. Bu meselidni
iki usul boyunga ¢ozyarler:

1) Logiki pikir yoretme usuly;
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2) Cynlyk tablisa gurmak usuly.
Indi mysallara garalyn.

1) Xxvy=X denleméni ¢ozmeli. Bu denlemédni iki usul
bilen ¢ozelin.

1. Berlen denlemede X =0, sebédbi eger X =0 bolsa, onda
x=1 bolar. Bu bahalary detilemede ornuna goyup alarys:
1vy=0 vya-da 1=0. Bu bolup bilmez. Onda x=1
bolmaly. Bu bahany berlen detilemede ornuna goyup
Ovy=1 ya-da y=1 bahany taparys. Seylelikde, berlen
denlemanin ¢oziiwi Xx=0 ; y=1 bolar.

2 Xvy=X denlemidnin ¢ep we sag tarapyndaky
formulalar {igin ¢ynlyk tablisalary guralyn.

3
X y XVv'y X
0 0 0 1
0 1 1 1
1 0 1 0
1 1 1 0

Detileménin ¢6ziiwi bolup denligin iki tarapyny sol bir
wagtda ¢yna ya-da yalana 6wiirydn bahalar jiibiiti hyzmat
edyar.Tablisadan gorniisi yaly bu jiibiit x=0, y=1 bolar.
Yene bir mysala garalyi.
2) Xx—y=Y denlemini ¢ozmeli.

Cozilisi
1. Goy Y =0 bolsun.Onda y=1 bolar Bu bahalary berlen

denilemede ornuna goyup alarys:
X—1=0
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Implikasiyanyn kesgitlemesi esasynda X-fi haysy bahalary
kabul edyédndigine garamazdan sonky denleménin cep
tarapy ¢cyndyr yagny:

X—1=1
Onda 1=0. Bu bolup bilmez. Diymek, Yy =1 bolmaly.
Onda y=0 bolar. Bu bahalary berlen denlemede ornuna
goyup alarys:

X—0=1
Bu denilik x-n dine 0 bahasynda bolup biler. Seylelikde,
x—y=Y denleminin ¢dziiwi  X=0; y=0 bolar.
2. Berlen deiilemdnin ¢ep we sag taraplaryndaky

formulalar {icin ¢ynlyk tablisalary guralyn:

Ol ORI

Rl |lo|o| x
ok |olx
“
ROk ]
<

Bu ¢ynlyk tablisadan gorniisi yaly x=0 ; y=0 bahalarda
x—y= Y deilik dogry denlige owriilyar. Diymek, ol bahalar
garalyan defileménin ¢oziiwidir.

2.Logiki denlemeler sistemasy.

Indi logiki denlemeler ulgamlaryna garalyn.
Goy

{Xv y=1 1)

(X—>y)Ax=0
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denilemeler ulgamy berlen bolsun. Bu ulgamy iki usul

boyunca ¢ozelini.

1) Ulgamdaky denlemelerin  her birinin ¢oziwlerini
tapalyn. Eger olaryn umumy ¢oziiwleri bar bolsa, onda
ulgamyii hem ¢oziiwi bardyr. IIki XV Y =1 denlema
garalyii. Belli bolsy yaly, dizyunksiyanyn 1-e den
bolmagy ili¢cin onui agzalarynyn il bolmanda birinin 1-e
dett bolmagy zerur we yeterlikdir:

a) x=1, y=1ya-dax=1,y=0.

b) x=1,y=0 ya-dax=1,y=1.

c) x=0, Yy =1 ya-da x=0,y=0.

Diymek, X Vv Y =1 denlemdinin (1;0), (1;1), (0;0) {i¢ sany

¢oziiwi bar. Indi berlen ulgamyn ikinji (X > YY) AX=0

defilemesine garalyn. Konyiinksiyanynn nula defi bolmagy
ticin kopeljjilerin it bolmanda birinit nula den bolmagy
zerur we yeterlikdir.

a) x=0, X > y =0 ya-da x=0, y=0;

b) x=0, X > y =1 ya-dax=0, y=1;

c) x=1, X — Yy =0. Bu bolup bilmez.

Yagny, (X —>Y) A X defillemdnii (0;0), (0;1) iki sany

¢Ozliwi bar. (1) ulgamyn deillemelrinin ¢oziiwlerini

deniesdirip, olaryn x=0, y=0 umumy ¢oziiwiniii bardygyny
goreris. Ol hem (1) ulgamyn ¢ozliwidir.

2) Denlemelerin ¢ep tarapynda duran formulalar {igin
cynlyk tablisalary guralyn.
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X |y | X | Y| X=2>Y | XvVY | (X>Y)AX
1 1 0 0 1 1 1
1 0 0 1 1 1 1
0 1 1 0 1 0 0
0 0 1 1 0 1 0

Tablisanynl 4-nji setirinden gorniisi yaly, dine x=0, y=0
bolanda birinji formula ¢yn, ikinji formula yalandyr.
Diymek, x=0, y=0 bahalar (1) ulgamyn coziiwidir.
Goy

X — 9 =0

()_( v ;)/\ y=1
denilemeler ulgamy berlen bolsun.Bu ulgamy iki usul bilen
¢Ozelin.
1). X—>y=0 denleménin ¢oziiwlerini
tapalyi.Implikasiyanyi yalan bolmagy {icin x=1,y=0
bolmaly, ya-da x=1, y=1. Diymek bu denleméinin difie bir
cOzliwi bar:x=1, y=Il.Indi ikinji denlemini c¢o6zelin.
Kopeltmek hasylyn ¢yn bolmagy iicin kopelijilerin ikisi
hem bir wagtda ¢yn bolmalydyr.
y=1xvy=1 ya-da
y=1xv0=1=y=1x=1=y=1x=0.Bu denleménin
coziiwi x=0, y=1 bolar. Seylelikde berlen sistemanyn
deiilemelerinit umumy ¢oziiwleri yok, diymek sistemanyn
hem ¢oziiwi yokdur.
2).Denllemelerinn ¢ep tarapyndaky formulalar ii¢in ¢ynlyk
tablisalary guralyn.
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x|
< |

OO || X
Ol ol
= =IE
=l =1
ol k|||
R o<

Tablisadan gorniisi yaly, argumentlerin bahalarynyn
hi¢ hili toparynda denillemelerini ikisi hem bir wagtda
kanagatlandyrylmayar. Diymek, bu sistemadaky
denllemeler kokdes déldirler, yagny sistemanyn ¢oziiwi
yokdur.

§13. K — bahaly logikanyn funksiyalary.
1.Elementar funksiyalar. Logiki amallar we
olaryn umumylasdyrmalary.

Tikeniklibahaly  logikalar  ikibahaly logikanyn
umumlasdyrmasy  hokmiinde  girizilydrler.  K-bahaly
logikadan kibir maglumatlary getirelin.

Goy U = {ul,...,um ,...}ﬁytge}'/énlerifl alfawiti bolsun.
Argumentleri E* ={0,1,....k — 1}kdpliikde kesgitlenen
f(Uis,...,ui n Yfunksiyalara garayarlar, sunlukda o; € E*

(i=1,...,n) ululyklar @i¢in f(ay,...,oL, )€ EX .

Yonekeylik tigin U alfawitifi {iytgeyénleri hokmiinde

X,Y,Z,...belgilemeleri ulanyarlar we f (Xl v Xy ) funksiyalara
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garayarlar. Bu funksiyalary tablisa gorniisinde asakdaky
yaly berilyar

X1...  Xna Xn f(X1,...,%Xn1,%Xn)
0... O 0 f(0,..., 0 ,0)
0 0 1 f(0,..., 0 ,1)
0 0 k-1 f(0 , , 0, k1)
0 l O f(ol ) 1 ’O)
k-1... k-1 k-1 f(k-1,...,k-1 ,k-1)

Bir liygeyin ululyga bagly funksiyalar iicin tablisa
bilen bir hatarda
0 1 .k-1

S(X): iO il "'ik—l )

(S(a)=i,), a=0,1,..,k-1
gornliisde umumylasdyrylan ornuna goymany hem
ulanyarlar. 0,1,...,k-1 hemiselikleriii we k bahaly logikanyn
hemme funksiyalarynynn kopliigini Py bilen belgildlin. Py
kopliigin Xy, ...x, iytgeydnlere bagly bolan hemme

n

funksiyalarynyii  sany k* bolar. Py  kopligin
funksiyalaryny tablisa gdérniisde bermeklik n-nin artmagy
bilen kyngylyklary doredyir. Sol sebépli funksiyalary
algoritm goriisinde bermeklikden hem peydalanyarlar.
Mysal ii¢in: max (Xy,...,xn) ululygy tytgeyanlerin islendik
(al,...,ocn) bahalar toplumy iicin olaryn maksimumyny
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beryin algoritm hokmiinde kabul etmek bolar. Bu algoritm
Pk koplikkde yeke-tidk funksiyany kesgitleyér, ol funksiyany
hem sol simwol bilen belgileyarler.

Pk koplikde hem edil P,-ddki yaly dhmiyetli we
admiyetiz  Uytgydnler disiinjesini  girizyédrler. Py-da
“elementar” funksiyalar hokmiinde asakdaky funksiyalara
garayarlar.

1. X=X+1(mod k). Bu yerde X bahalaryn siiysmegi
manysynda inkdr etmanin umumylasdyrmasydyr.

2. Nx=k-1-x. Bu yerde Nx bahalaryn “sekilleyin”
owlirmesi manysynda inkdr etménin basga bir
umumylasdyrmasydyr. Nx-belgilemé derek ~X belgileméani
hem ulanyarlar.Bu funksiya Lukasewi¢c inkédr etmesi
diyilyar.

k-1, x=i,
3. li(x)=
) { 0, x= i}
i=0,...,k -1
Izk—1 bolanda Iij(x) funksiyalar inkar
etminin kébir hisiytlerinin umumylasdyrmasydyrlar.
1, x=i o
4, Ji(x):{o . -bu funksiya i bahanyn
X #I]

hésiyetlendiriji funksiyasydyr. i#k —1 bolanda bu
funksiya inkdr etmédnint umumylasdyrmasydyr.

5. min (X1,Xp)-konyunksiyanyn umumylasdyrmasy.

6. X1 X (mod k)-konyunksiyanyn basga bir
umumylasdyrmasy.

7. max (X1,X2)-dizyunksiyanyn umumylasdyrmasy.

8. Xp+x, (mod K)
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Bu sanawdan gorniisi yaly, P,-ddki funksiyalaryn k-
bahaly logikada birnd¢e menzeslikleri bar. Py-da fomula
diistinjesi hem P,-déki yaly kesgilenyar.

Dengiliy¢lilik  diiglinjesine  dayanyp  elementar
funksiylaryn esasy hésiyetlerini teswirlemek bolar. min
(X1,X2), X1 X2 (mod k), max(xy,xz), X1 +xz (mod k) funksiylary
(X0 x2) bilen belgildlin. Onda asakdaky tassyklamalary
aydyp bileris:

1. (X10x,) funksiya orun galsyrma kanunyna boyun
egydr, yagny (X0 x2)=(X20x1).
2. (x;0x2) utgasdyrma kanunyna boyun egyir, yagny

((X10x2) 0x3)=(X1(X20x3))

Indi elementar funksiyalar ulgamyna degisli kébir
diizgiinleri getirelin.
3. I simwoly formula “cuiillasdyrma”diizgiini:

k-1 c=o,
I"(C):{ 0 ;Z}

(c,c=01...k-1)

Iy()v..vI (v (x)v..vI_(x), o =0,
I, (I.(x))= 0, 0<o<k—1,
1,.(x), c=k-1

I (xpxy) = Ic(xl)(IG(XZ) V... VIk—1(x2))V Icr(xE)(IO(xl) V...V Ik—l(xl))|

1,(x; v xy) :Ig(’ﬁ)(fo(xz) Vv (x ))V Ig(xz)(fo("ﬁ) V"'VIc(xl))'

4, Paylasdyrma hisiyeti:
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(X v %) Xg = (XyXa) v (X %),
(X Xz) v Xg = (X Xg) V (X2 X3).

S. Uytgeyinlerin “arassa” saklanmaklygyny yok etmek
diizgiini .

Xx=1-1L,(X)v..v(k-DI,,(x)

6. Uytgeyini girizmek diizgiini :
‘ X =X (1o(%) V... v 1,4 (X))
7. Yonkeylesdirmeler diizgiini:

Ic(x)lr(x)={'c<x)’ r=0,}

0, T# 0.

or=min(o;7); ovr=max(o;7),
(k—Dx=x; 0Ax=0,
(k-Dx=k-1, Ovx=x
Bu diizgiinlerden gorniisi yaly bul funksiyalarynyn
birnd¢ce umumylasdyrmalary ti¢in bul funksiyalarynyn
degisli hisiyetleri yerine yetmeyar.Mysal ii¢in:
1. ~M~x)=x,emma k >3 bolanda X # X.

2. ~ min (X1,X2)=max(~X, ~X2), emma
min( X, X,) = max(X;, X, ).
K-bahaly logikada KDNG
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f(Xl,...,Xn)z( v, )(Ial(xl)/\.../\lan(xn))/\f(al,...,an)
1)

gornilisdedir. Bu gorniis goni barlag arkaly subut edilyar.
2. K — bahaly logikada doly ulgamlar.

1) Py —doly ulgamdyr.

2) B, ={01.... K =1 1,(X),..., I,y (X), min( Xy, X, ), max( x,, X,
- doly ulgamdyr.

Subudy. Goy f € P, erkin funksiya bolsun. Bu funksiya

licin

F(Xpn X)) = v 1 () e 1, (X)) f(0y,e0)

(01,--0n)

anlatma (KDNG) adalatlydyr. Bu denligiii sag tarapyndaky
funksiyalar B ulgama degislidirler
3) B, = {X,max(x,,X,)} - ulgam doludyr.
Subudy.
a) Hemiselikleri gurmak. X =X+1 funksiyadan
X+2=(x+1)+1, x+3=(x+2)+1, ...
vy XH(K-1=x+(k-2)+1,  x=xtk=(x+(k-1))+1 funksiyany
alarys. Yazyp bileris

max (x, x+1, ..., xtk-1)=k-1
Bu yerden X funksiyanyn komegi bilen beyleki
hemiselikleri hem alarys.
b) Bir argumente bagly funksiyany gurmak. Ilki

I, (X) (i =0,k —1) funksiyalary alalyn.
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Onda
1 (X) =1+ rr|1a>1<_{x+a} @)
a=k—1-i

bolar. Hakykatdan hem, eger x=i bolsa onda bu denligin
cep tarapy (K-1)-e den bolar. Sag tarapy hem
1+ max {i+af=1+ max {i+a}=1+k-2=k-1

a#k-1-i i+a#k-1
bolar. Eger X # 1 bolsa onda (2) detiligifi ¢ep tarapy nula
deni bolar. Sag tarapy hem

1+ rrlla>1<_{x+a}=1+(x+(k—1)—x) =k=0

a#k-1-i

bolar.
¢) min (X; , X2) funksiyanyn alnysy. Belli bolsy yaly
~min (X1 , Xp)=max(~x; , ~X;) onda min (X; , X2)=
~max(~Xy , ~Xz) bolar. Sonun ii¢in B, ulgam doludyr.

§14. Predikatlar logikasy.

Argumenti kdbir M kopliikde kesgitlenen ¢yn ya-da yalan
bahalaryn birini Kabul edyén bir argumentli her bir
funksiya bir orunly predikat diyilyar we P(x) gorniisde
vazylyar. M kopliige P(x) predikatyn kesgitlenis yaylasy
diyilyar.

Difie ¢ynlyk bahany kabul edyin predikatyn 1, c M
kopliigine P(x) predikatyn ¢ynlyk yaylasy diyilydr. Bu
yerde |, predikatyn ¢ynlyk bahalary.

Eger 1, =M (ya-da I, =@ ) bolsa, onda P(x)
predikata M kopliikde tozdestwolayyn ¢yn ( ya-da
tozdestwolayyn yalan ) predikat diyilyar.Edil suna
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menzeslikde n liytgeyanli ( n orunly) predikata kesgitleme
berilyar.
Eger 1, — I, bolsa, onda P(x) predikat Q(x) predikatyn

netijesi bolar.
Q(x) > P(x).
Eger 1, =1, bolsa, onda P(x) we Q(x) predikatlara
Q(x) & P(x).
Mysallara seredelifi.

Asakdaky sozlemlerden predikaty saylamaly we bir
orunly predikatlar {i¢in, seyle hem iki orunly predikatlat
licin ¢ynlyk yaylany tapmaly.

1) 2x-1=5. Bii s6zlem bir orunly predikatdyr, onufi ¢ynlyk
yaylasy I, = {3}.

2) x*+2x+1>0.Bu sozlem predikatdyr, onyii ¢ynlyk
yaylasy 1, = {(-o0;~1) (-1 +o0)}

3) x=3 bolanda x*-1=0 s6zlem predikat bolup bilmez,
sebdbi bu yalan pikir aytmadyr.

4) Bir belgili 2-4 kratny bolan sanlar. Bu predikatdyr, onufi
¢ynlyk yaylasy I, ={0,2,4,6,8}.

5) x*+y?>0. Busodzlem iki orunly predikatdyr. Onufi
cynlyk yaylasy I, = {~oo;+o}.

Mesele 2.Asakdaky predikatlaryn haysylary

tozdestwolayyn ¢yn predikatdyr.

1) x*+y*>0,

2) x*+y*>0

3) sin®x+cos’x=1
4)  (x+1f >x-1
5 x*+1x(x+1)
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Yokarda getirilen predikatlaryii 1), 3), 4)
gornlisleri tozdestwolayyn ¢yn predikatlardyr. Galan 2)
we 5) predikatlar tozdestwolayyn ¢yn predikatlar
daldirler. 2-nji mysalda x=0, y=0 bolanda defisizlik
yerine yetmeydr, 5-nji mysal dhli polozitel sanlar ii¢cin
yerine yetenok.

Predikatlar logikasynda piker aytmalar algebrasyndaky
amallary ulanmak bolar.
Mysal ticin, A(x) we B(x) predikatlaryf konyunksiyasy
diyip, ikisi hem 1 bahany alanda ¢yn bolyan, galan
yagdaylarda yalan bolyan tdze A(x) ~B(x) predikata
aydylyar.

los=1N15.
Edil sufia menzeslikde predikatlaryfi dizyunksiyasyna,
gelip cykmasyna, inkér etmesine, defigiiy¢liligine
kesgitleme bermek bolar.
Mesele 3.Goy, P(x) predikat natural sanlaryn M
kopliiginde kesgitlenen jiibiit sanlaryn kopliigi bolsun,
Q(x) predikat bolsa N kopliikde kesgitlenen 3-e kratny
sanlaryfi kopliigi bolsun.
P(X) nQ(X); P(x) UQ(X); P(x);P(x) = Q(x) predikatlary
tapmaly.

lo =12,4,6,..2n,..}; 1, = 36,9,...30,...}; 1o = I, N 1, = {612,18,...,6n,...
looo =1 Uly =1{246...2n..}U{3609,...30,.}={2346,..,2n3n,...;}
lo =N\, ={135,...2n-1..}; I, o = ;U lo = 1,35,..2n-1,..} U {36,

Mesele 4.
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M =M, xM, = RxR kopliikde kesgitlenen
A(x,y) we B(x,y) predikatlar berlen bolsun.
A(x,y) < B(x,y) predikaty kesgitlemeli.

lace =lass N laa :(IKUIB)m(IEUIA) :(IAmlB)U(Ileg)'

§15. Graflar.

1. Graf diisiinjesi. Baglanysykly graflar.
Kesgitlemel. m={a,,a,,.. koplik we onufi (a.a;)

obyektler jibiitlerinin n toplumy I' graf diylip
atlandyrylyar. m kopliigin obyektlerine grafyn depeleri
diyilyér, n toplumyn obyektlerine bolsa grafyn gapyrgalary
diyilyér. (a;,a;) gapyrgalar a; we a; depeleri birikdiryérler
diyilyar.
Mysal Goy
m={a,,a,,a;,a,,as,a,,a, },N=

(a,2,),(8;,8,).(a4,85), (85,85, (25, 85), (85,27 ). (85,8 ) |
bolsun .Onda m we n graf emele getiryarler.
Eger m koplik we n toplum tiikenikli obyektlerden we
jibiitlerden ybarat bolsalar, onda I" grafa tiikenikli diyilyar.
Goy a;we a; I' grafyn erkin depeleri bolsunlar.
Kesqgitleme 2. T" grafyn

Aaiaj = {(ai1 » &, ), (ai2 A, )reens (ais_1 A )}
gapyrgalar ulgamyna a; we a; depeleri birikdiydn yol
diyilyér.Sonky ulgamda
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a; =a,a =a; Aaiaj yola degisli islendik gapyrga

I
ticin bu yol sol gapyrganyn iistiinden gecyar diyilyar. Eger
a depe Aaiaj yoluii gapyrgasyna degisli bolsa ,onda

A

a,

a; yol a depeden gegyér diyiyar.

Kesgitleme 3. Eger & =a;bolsa, onda A

vola
aajy

''''''

dolanma halka diyilyr.
Kesagitleme 4. Eger I' grafyn islendik diirli iki a; we a;
depeleri iicin bu depeleri birikdirydn yol bar bolsa , onda I'

''''''

Getirilen mysaldaky graf tiikeniklidir, baglanysyksyzdyr
hem-de halkany saklayandyr. Baglanysykly graf {izie
depeleri saklayan dildir, yagny onun her bir depesi onun inl
bolmanda bir gapyrgasyna degislidir.

Grafyn aydyn disindirilisini bermek iicin  Yewklid
ginigliginde kesgitli gorniisli figuralara garayarlar. Her bir
beyle G figura diirli by,by,... depelerden we her biri kébir
(bi,bj)depeler jiibiitini birikdirydn egrilerden ybarat . G
figuranyn hig bir igki nokady basga bir egrinin depesi ya-da
icki nokady bolup bilmeyér diyip hasap edyaris.

2.Grafyi geometrik amala asmasy. Grafyi Yewklid
ginisliginde amala asmasy. Izomorf graflar.

Kesqgitleme 5. Eger G figuranyn we I' grafyn depelerinin
arasynda, seyle hem G figuranyn egrileri bilen I' grafyn
gapyrgalarynyn arasynda (bni,bnj)e(ai,a j) bolanda

107




b, <>a;,b, <>a;bolan ozara birbahaly degislilik bar

bolsa, onda G figura I grafyn geometrik amala agmasy
diyilyar.
Mysaldaky grafyn geometrik amala asmasy asakdaky
yalydyr:

bs

by

“Islendik grafy Yewklid ginisliginde amala asyryp
bolyarmyka?”’-diyen sorag yiize ¢ykyar. Bu soraga jogap
hokmiinde agakdaky teoremany getireli.
Teorema. Her bir tikkenikli T’ grafy ii¢colcegli Yewklid
ginigliginde amala asyrmak bolar.
Subudy.
Goy I' graf m depeden we h gapyrgadan ybarat bolsun.
Kébir goniini alalyn we onunl ustiinden h tekizliklerden
ybarat dessidni gegirelin. Gonide by,...,by nokatlary alalyn
we olary grafyn degislilikde a,...,a, depelerine degisli
edelin. I' grafyn her bir gapyrgasyna dessédnin tekizligini
degisli edelin. T" grafyn (&;,a;) gapyrgasyna degisli bolan
tekizlikde b; we b; depeleri toweregin dugasy bilen
birikdirelin. T' grafyii hemme gapyrgalary iicin hem bu
gurlusy yerine yetirelin. Seylelikde, I grafyn geometrik
amala agsmasy bolan  figurany alarys.
Teorema subut edildi.
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Kesgitleme 6. Eger I' we I' graflaryii depelerinii we
gapyrgalarynyn aralarynda degisli gapyrgalar degishi
depeleri birikdirydn 6zara birbahaly degislilik bar bolsa,
onda I we I graflara izomorf diyilyar.

Abstrakt graf we onun geometrik amala asmasy
izomorfdyrlar.
Teorema 1 boyunga abstrakt tiikenikli graflara derek
olaryii amala agmalaryna garamak bolar.

§16. Torlar we olaryn hésiyetleri.
Graf diisiinjesini umumylasdyralyn.

Kesgitleme. M ={a, a,,.} koplige we N={EE,E,,..|
topluma tor diyilyar we
M ={E,,E,,E,,...} gorniisde belgilenyir.

Bu yerde E;i(i=0,1,2,...) M-kopliigin elementlerinin kabir
toplumlary. g, = (a,.a,,.)  M-kopliigin  obyektlerine

''''''

Eo — toplumyn obyektlerine bolsa torlaryfn polyuslary
diyilyar.
Mysal: Goy M ={,23456,7} deii N ={E,E,E,,E,,E,E,}
bolsun .
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Bu yerde
E,={26}, E ={3345} E, ={44456} E,=E, ={24}, E, ={2,5,6,7}.

Onda bu kopliklerin obyektleri tor emele getiryér.Tor
diisiinjesine basgaca kesgitleme

hem bermek bolar.
Grafyn kdbir depelernin boliinen bdlegine tor diyilyar.Sol
depelerin boliinen bolegine toryn polyuslary diyilyér.
Eger M-kopliigin obyektleri we N — toplumyn obyektleri
tilkenikli bolsalar ,onda ol kopliiklerii obyektleriniii emele
getiren toruna tiikenikli tor diyilyar.
Bizin sereden mysalymyz tiikkenikli torlara degislidir.Torlar
in bolmanda M-kopliige ya-da N- kopliige gord tiikeniksiz
bolsa, onda ona tiikeniksiz tor diyilyér.Tiikeniksiz tora
Graf diisunjesine menzeslikde tiikenikli we hasaply torlar
licin olaryil geometrik amala agsmasy girizilyar.Onuil ligin
belgileme girizelin.Eger E toplum bolsa <E> belgileme E-
kopliige degisli ahli obyektlerin koplugini anladyar.
Goy M(Eo, Ej,Ep,...) bolsun. Bu tory 3 sany kesismeyin
boleklere bolelin.
1. M;=<E;> torlaryn polyuslarynyn kopliigi.

M,=M\|J<E; > polyuslardan tapawutly izolirlenen

i>0

depelerin kopliigi.
M3 galan beyleki depelerinl kopliigi.
Diirli depelere  diirli nokatlary degisli bolan 3 o6lcegli
yewklid ginigliginde nokatlary saylap alalyn.Ol nokatlary M-
kopliigin a; depeleri bilen belgildlin onda (ay,g),av)...)
toplum torlaryn polyuslary bolarlar.
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§17.Diskret matematikanyn matematiki
kibernetikada kibir ulanyslary.

Goy (X,...,Xy) Uytgeyanlerin elipbiyi bolsun.
Kesgitleme. K= X al,/\.../\ Xir % (ii#i,ua V#y) anlatma
elementar konyunksiya diyilyar.

Bu yerde r sana elementar konyunksiyanyn rangy
diyilyar.

Kesgitleme. M:;‘/Ki(ki #k;,i#j) aflatma dizyunktiw
i=1

normal gorniis diyilyar.

Bu vyerde ki(i=1...S), r; — rangly elementar
konyunksiyalardyr.

Dizyunktiw  normal gorniis VvV f(Xy,...,x,) bul
funksiyasyny amala agyryar.

Bizin bilsimiz yaly her bir f(xy,...,X,) funksiya {i¢in
dizyunktiw normal gérniis bardyr.Seyle dizyunktiw normal
gbrnlis hokmiinde, mysal ii¢in f(X,...,Xp); f#0 funksiya ii¢cin
=M bolar yaly kidmil dizyunktiw normal gorniisi almak
bolar.

M= 1 x*ALAX
(81.--5,)
£(S,,0nd,) =1

Mysal. Cynlyk tablisalary bilen berlen f(x1,X,X3) funksiya
seredelin.
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X1 | Xy | X3 f(Xl,Xg,Xg) Xy | Xo | X3 f( o 1,X2,X3)
0O |00 1 110]0 1
0O |01 0 101 1
O |10 0 1(11]0 1
1 |11 0 111 1

Bu ¢ynlyk tablissa bilen berlen funksiyany asakdaky
yaly kdmil dizyunktiw normal gorniisde yazalyn.

(X0 %20 %3) = (X, Xo Xa)VIX: Xo Xa VX Xo Xa)VIX: Xo X V(X X, Xs)

Bu funksiyany asakdaky yaly dizyunktiw normal
gornlisde yazmak bolar.

FOXG X XD = Xo Xg vox

Bizin sereden mysalymyz logika algebrasynyn islendik bul
funksiyasyny dizyunktiw normal gorniisde anladyp
bolyandygyny we seyle gorniisinii yeke — tdk daldigini
anladyar.Sunun bilen baglansykda tapawutly amala
asyrmalary saylanmaklyga miimkingilik doreyér.
Munun licin dizyunktiw normal gorniisin
“cylsyrymlylygyny” hésiyetlendirydan L(M) funksional
girizilyér.

L(M) funksional {i¢in yerine yetmeli kébir
aksiyomalary talap edelin.
1.Otrisatel dal aksioma.
Islendik dizyunktiw normal gorniis tigin L(M)>0.
2.Monotonlyk aksiomasy.
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Goy M =M'x "k bolsun, onda L(M)L(MK')
3.Giibergiklik aksiomasy.

Goy M =M M, bolsun we M;M; D.N.G-in umumy
kesisme nokady diyelin, onda
L(M) = L(M,) + L(M,).
4.Inwariyantlyk aksiomasy.

Goy M D.N.G.-s Tytgeyanlerin atlarynyn
tytgedilmegi bilen M D.N.G.-den alnan bolsun, onda
L(M)=L(M).

(X1,...,Xn) Uytgeyinlerin iistiinde 3" diirli gorniisli elementar
konyuksiyalary gurmak bolar.

Bu yerden gorniisi yaly n iytgeyanli D.N.G.-ril

sany 2° bolar.
K. f(Xy,...x,) funksiyany amala asyryan we L(M)
minumina eye bolsun.D.N.G.-se minomark diyilyar.Ls —
indeksli minimuma eye bolan D.N.G.-se il gysga D.N.G.-s
diyilyar.

Bizinn sereden mysalymyzda M =x:xsv x, gorniis
minimor
Hakykatdan-da D.N.G.-de amala asyan f(x1,X2,X3) funksiya
X1,X2,X3  Uytgeyanlere baglydyr.Sonun iicin D.N.G.-g 3
harpdan kic¢i bolup bilmez.

M=x, X3V % - in gysga D.N.G.-dir.Goy M- erkin
D.N.G.-s bolsun, we M =M, M =Mw,*k" bolsun.

Bu yerde k-a M-den alnan kabir elemental

konyusiyalar.M - galan elemental kun-dan emele getirlen

D.N.G.-s.
x;" - kK-dan alnan kébir kopeldiji.
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K - galan kopeldijilerifi kopeltmek hasyly.
D.N.G.-sift owlirmelerin 2 gérniisine seredelin.
1. Elemental konyuksiyalary yok etmek operatory.
2. Kopeldijjileri yok etmek operatory.
K. Yokarda seredilen 1 we 2 owiirmelerii komegi bilen
yonekeylesdirip bolmayan D.N.G.-se c¢yngysyz kyn
D.N.G.-s diyilyér.
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