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Okuw kitabynda &htimallyklar nazaryeti we matematiki
statistika dersinii esasy diisiinjeleri beyan edilydr.Kopsanly
mysallar islenip gorkezilydr. Bu kitapdan talyplar we
matematika mugallymlary peydalanyp bilerler.
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Giris

Derlewlerin matematiki usullarynynl toplumy akyl yetirisin yl-my
metodynynn wajyp bolegidir. Seyle wusullaryn arasynda &htimallyklar
nazaryyetinin diizgiinlerine esaslananlary ozlerinin &hmiyetliligi boyun—c¢a
ayratyn iins berilmegine mynasypdyrlar. Sebédbi birentek durmusy
meseleler, seyle-de tebigy hem tehniki hadysalar Ozlerinin dwrenilme—
ginde gurulyan matematiki modeller totinliklere esaslanan yagdaylaryn-da
derfielydn asyl yagdayy has-da hakykata yakyn anladyandyklary bi-len
bellidirler. Seylelikde owrenilen meseleler hagan-da anyk matemati—ki
modeller gurmak bilen derficlen yagdayynda alynan netijelerin sol bir
sertler toplumynda garalyan dhli menizes yagdaylarda ulanylyp bilinme—
gine miimkingilik beryir. Yoéne kihalatlarda alynan netijelerden gelip
¢ykyan c¢aklamalar sek-slibhesiz  ynanmaga  ikirjilleme  doredyin
vagdaylaryit hem gabat gelydndigi bellidir. Ciinki seyle caklamalaryn
Ozlerinii matematikanyn dili bilen anladylyan statistikanyfi kanunlaryna
bagly bolmaklary miimkindirler.

Matematikanyn diirli sahalarynyn Ostisleri, tdze usullar, hasaplayys
magynlarynynn gerimli ulanylyslary we basgalar matematika bilen dahylly
hem Gwrenilmegi 6rdn kyn hasap edilen meselelerin ¢oziilmegine kuwwatly
usullary berdi.

Aydylanlardan su giinki giiniin talaplaryny kanagatlandyrjak ukyply
hiindrmenleri  tayyarlamak  maksadyna  matematikanyn, hususan
dhtimallyklar ~ nazaryyetinin  esasy usullary oOwredilen yagdayynda
yetilmeginii  miimkindigi gelip ¢ykyar. Sunlukda, geljekki hiindrmene
mysal ligin, ykdysadyyetcd, ya bolmasa inzenere matematikany owretmek
kore-korliik bilen amala asyrylman, ol ya basga hiindrdiki adama 6z esasy
isinde komekgi, sol hiindri kdmil ele almaga serisde bolar yaly
owredilmelidir.

Su gollanma hem kopsanly diirli hiindrli adamlar Gi¢in dhtimallyklar
nazaryyetinin zerur diisiinjeleri 6wredilende lins bermeli wezipeleri belldp
gecmek, calymdas meseleler c¢oziilende ulanylyan diizgiinleri, formulalary
hem-de kébir ¢oziilislerin  yerine yetiriligini getirmek, Owrenyénleriii
Ozlerini barlamagyna miimkingilk doretmek fi¢in degish yumuslaryn
toplumyny bermek maksady bilen doredi. Sunlukda, kopleng yagdayda
uniwersitetin  tayyarlayan su giinki matematik bolmadyk hiindrlilerinden
fizikler, biologlar, psihologlar, geograflar, himikler bilen bilelikde
ykdysadyyetciler hem-de diirli tehniki hiindrleri edinydnler goz Oniinde
tutulandygyna garamazdan, gollanmadan matematik talyplar hem-de yokary
we yorite okuw mekdeplerinin, seyle hem, orta mekdepleriit okuwgylary we
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mugallymlary dhtimallyklar nazaryyetinii ulanylyslaryna degisli bolan
peydaly usuly maslahatlary taparlar diyip tama edyaris.

Pikir yoretmelerin jedelsiz kabul edilmegine garasylyan dildir we
ediliek tekliplere hem-de belliklere iinsli seljerimeler bilen ¢emelesmége

tayyardygymyzy aytmagy borjumyz hasap edyaris.

Birinji boliim
Kombinatorikanyr yonekey diisiinjeleri

Ylmy we amaly doredijiligimizde ¢oziilislerinde tiikenikli san—daky
elementlerden diirli kombinasiyalary diizmek hem—de olaryn sanyny
hasaplamak zerur bolan meseleler yygy—yygydan dus gel-yarler. Olar
kombinatoriki meseleler diylip atlandyrylyp, matema— —tikanyn seyle
»Kombinatorika” s6zi ,birlesdirmek, utgasdyrmak” dlyﬂmeglni anladyan
combinare diyen latyn soziinden gelip ¢ykandyr. Kombinatorikanyn
usullary fizikada, himiyada, biologiyada, ykdysadyyetde hem—de bilimlerii
basga ugurlarynda giiiden ulanylyarlar.

Kabir kombinatoriki meselelere garalyn.

Mysal 1. 1,2, 3,4 —ilkinji dort sany natural sanlardan, olaryi her birini bir
gezekden kdp ulanmazdan, diizmek miimkin bolan {igbelgili sanlaryi
sanyny tapmaly.

Coziilisi. Aydylan ticbelgili sanlaryn dhlisini yazyp ¢ykalyi. Goy birinji
orunda 1 duran bolsun. Onda ikinji orunda galan 2,3,4 san—laryn
islendiginin  yazylmagy miimkindir. Mysal ti¢in, ikinji orun—da 2 yazylan
hasap edeliil. Onda ii¢iinji orunda galan 3 we 4 san—laryn islendik biri
vazylar.Seylelikde, ya 123, ya—da 124 alynarlar. Eger—de ikinji orunda 3
yazylan bolsa, onda {i¢linji orunda ya 2 ya—da 4 yazylar. Sona gora—de, bu
yagdayda 132 ya—da 134 sanlar alynarlar. Eger—de ikinji orunda 4 yazylan
bolsa, onda ii¢iinji orunda Va2, ya—da 3 yazylmagy miimkin bolup, bu
yagdayda 142, ya—da 143 sanlar alynarlar.

Diymek ilkinji dort sany natural sanlardan, sanlary gaytalamazdan
diizmek miimkin bolan iigbelgili sanlaryn 1 bilen baglayanlarynyn &hlisi
alty sany bolup, olar
123; 124; 132; 134; 142; 143 sanlardyr

Edil suna menzeslikde, ilkinji dort sany natural sanlardan, sanlary
gaytalamazdan, diizmek miimkin bolan sanlaryn 2, 3 we 4 bilen
baslanyanlary hem alynyarlar.
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Seylelikde, ilkinji dort sany natural sanlardan, sanlary gaytalamazdan,
diizmek miimkin bolan &hli iicbelgili sanlar:
123,124,132,134,142,143,
213,214,231,234,241,243,
312,314,321,324,341,342,
412,413,421,423,431,432,

Bu diyildigi 1,2,3,4 sanlardan, olary gaytalap ulanmazdan, 24 sany
ticbelgili sanlary diizmek miimkindir.

Bu sanlaryn saylanyp tapylysy asakdaky suratda gorkezilydn sekilde
anladylyar. Bu sekile adatga miimkin wariantlaryii daragty diylip
aydylyar.

1 4
2 3

PN
3 3 T i 2 3
SAN KA Apn KA
41413 2414173

Getirlen sekilden hem gorniisi yaly, ilkinji dort sany natural sanlardan,
olary gaytalamazdan, yazmak miimkin bolan ii¢belgili sanlaryn sanyny
kesgitlemegi, olary yokarda gorkezilisi yaly yazyp oturmazdan, yerne
yetirmek miimkindir. Hakykatdan hem, ol sanlaryi birinji orunda duran
sanyny dort sany diirli usulda saylamak miimkindir. Eger—de birinji
orundaky san saylanan bolsa, ikinji orundaky san deregine galan {i¢ sanyn
haysy hem bolsa birini almak miimkin bolup, {i¢ sany diirli miimkingiligin
bardygyny anladyar. Ahyrsonunda, ii¢iinji orundaky san deregine birinji we
ikinji orunlara alynan sanlardan galan iki sanyn haysy hem bolsa birini
almak miimkin bolup, ony saylap almagyn iki miimkingiligininn bardygyny
anladyar.

Seylelikde, aydylyan gorniisdiki {icbelgili sanlaryn dhlisinin sany 4-3-2
kopeltmek hasylyna, yagny 24—e denidir. Bizi gyzyklandyryan sowalyi
jogabyny tapmagyn bu usulyna kombinatorikada kopeltmek diizgiini
diylip aydylyar. Bu diizglin umumy gorniisde, indiki yaly anladylyar: Goy
n sany elementlerden k sany elementleri yzly—yzyna saylap almaly
bolsun. Ege r—de birinji ele mentin ny, ikinji elementi n,, iiciinji ele menti
N; we suia mefizeslikde dowam e tmek bile n k-njy elementi n, sany
diirli usullarda saylap almak miimkin bolsa aydylan k sany elementleri
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saylap almak miimkingiliklerinifi sany n;-n,...n, kopeltmek hasylyna
dendir.

Mysal 2. A sdherden B sdher 3 sany , B sdherden C séhere 5 sany diirli
yollar bilen barmak miimkin bolsa, A sédherden C séhere B sdhermn {isti bilen
néce sany diirli yollar eltyérler?

Coziilisi. A sdherden B sdhere eltydn yoly ii¢c sany usullar bilen saylamak
miimkin, B séherden C sdhere yoly 5 sany diirli usulda saylamak miimkin
bolup, A sdherden C sdhere B sdherin tisti bilen 3-5=15 sany usullarda
barmak miimkindir.

A——— B ———— "

Mysal 3. Yurtda birinjilik {i¢in 16 sany futbol toparlary yarysa gatnasyar.
Altyn we kiimiis medallaryi ni¢e sany diirli usullar bilen eyelenmekleri
miimkin?

Coziilisi. Altyn medaly 16 komandanyn islendik biri alar. Altyn medalyi
eyesi anyklanan son, kiimiis medaly galan 15 koman—danyn islendik biri
alar. Seylelikde, altyn we kiimiis medallaryii eyelerinin &hli miimkin
bolanlarynyn sany 16-15=240 bolar.

Mysal 4. 0,1, 2, 3, 4, 5 sanlary ulanyp nige sany 4 belgili sany diizmek
miimkin, eger—de
a) sanlaryn hi¢ biri bir gezekden artyk gaytalanmasa;

b) sanlaryn gaytalanyp ulanylmaklary hem miimkin bolsa;
¢) diiziilydn san tdk bolmaly bolsa (sanlaryn gaytalanmaklary hem
miimkin)?

Coziilisi.

a) 5-5-4-3=300;
b) 5-6-6-6=5-6>=1080;
¢) 5:6-6-3=540;

Mysallar
1. Stadionda 12 sany girelge bar. Jankoyerin girelgelerin birinden girip
basga birinden ¢ykmagynyn nice sany diirli usullary bar?
2. Kiist yarysynda 12 adam gatnagyar. Olaryn hersi galanlarynyn her biri
bilen bir dow oynayarlar. Ahlisi bolup niig¢e déw oynayarlar?
3. Synpdaky bar bolan 25 sany okuwc¢ylar 6zara suratlaryny calysmakey
bolyarlar. Munun ligin nid¢e sany surat gerek bolar?
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4. Yurtda birinjilik ii¢in futbol yarysyna 12 sany toparlar gatnasyar.Olaryii
her biri galanlarynyn her biri bilen hem olaryn, hem ozlerinin meydanynda
bir oyundan oynayarlar. Yarysda jemi nige dususyk gegirler?
5. Tennisgilerin tiirgenlesigine 12 adam gatnasyar. Olaryn birmenzes
derejediki tiirgenler bolandyklaryna goré, yarysa gatnagmaly 3 adamy bije
bilen saylamagy sertlesyérler. Ahli miimkin bolan seyle saylap almaklaryi
sanyny tapym.

Calsyrmalar
Elementlerinin sany tiikenikli bolan kopliigin elementlerinden diizmek
miimkin bolan yonekey kombinasiyalaryn biri hem calsyrmadyr.

Eger—de ii¢ sany okuwc¢y nyzama durmaly bolsa, olaryn diirli usullar
bilen durmaklary miimkindir. Hakykatdan hem, okuwc¢y—lary a,b,c harplar
bilen belgildp, olaryn nyzamda a,b,c; a,c,b; b,a,c; b,c,a; c,a,b; c,b,a;
gorniiglerde yerlesip durmaklaryny alyp bileris. Getirlen hatara durmalaryi
her biri {i¢ sany elementden ¢alsyrma diylip atlandyrylyar.

Kesgitleme. nsany elementleriii belli bir tertipde yerlesip
gelmeKklerinii islendigine n sany elementlerden ¢als yrma diyilyér.

Adatca, n elementlerden diizmek miimkin bolan calsyrmalar sany P,
gorniisde belgilenydr hem—de ,n—den P” diylip okalyar.

Y okardaky mysaldan gorniisi yaly P;=6. Y 6ne ony tapmak ii¢in
calsyrmalary yazyp oturmagyn hi¢ zerurlygy yokdur. Ciinki nyzamda birinji
oruna ii¢ sany okuwcynyn islendik birinin alyn—magy miimkin bolup,
birinji orunda durjak okuwc¢yny saylamagyn ii¢c sany miimkingiligi, birinji
orundaky okuwg¢ynyn saylanylan her bir yagdayynda, ikinji oruna galan iki
okuwcynyn islendik birinin alynmagy miimkin bolup, ol ikinji orundaky
durjak okuwg¢yny saylamagyn iki sany miimkingiliginit bardygyny
anladyar. Ahyrsofiunda ilkinji iki orunlarda durjak okuwgylar saylanylan
yagdayda iiciinji orun iicin galan dine bir okuwgynyn alynmagy miimkin
bolup, ol ii¢iinji orun ticin yekeje saylanylmak miimkin—¢iliginin bardygyny
anladyar. Seylelikde, ii¢ sany elementlerden diizmek miimkin bolan
calsyrmalaryn sany, kombinatorikanyn kopeltmek diizgiinine goérd, 3-2-1=6
kopeltmek hasylna den bolar.

Edil suna metizeslikde, n sany elementlerden diizmek miimkin bolan
calsyrmalar sanyny tapmagyn diizgiinini hem almak miimkindir.

Goy n sany elementler berlen bolsun. Birinji orunda olaryn
islendigini goymak mﬁmkindir Birinji elementiﬁ her bir alyn—masyna

islendigini almak miimkindir. Ilkinji iki elementlerin alynmalarynyn her biri

15



ticin ticiinji element deregine galan (n—2) sany elementlerin islendigini
almak miimkindir we s.m.
Seylelikde, kombinatorikanyn kopeltmek diizglinine gora
P=n-(n-1)n-2)..2-1
bolyandygy alnar.
Ilkinji n sany natural sanlaryn kopeltmek hasylynyn
n=1.2-3.(n-2)n-1)n
belgilemesinden peydalanmak bilen
P =n!
yaly yazyp bileris.

Mysall. 4 sany kitaby tekjede ndge sany diirli usul bilen goyup bolar?
Coziilisi. 4 sany kitaplary tekjede goymagyn diirli usullarynyn sany 4 sany
elementlerden diizmek miimkin bolan &hli calsyrmalaryn sanyna den, yagny

P,=41=1.2.3-4=24

bolar.
Mysal 2. 5 sany okuwgyny bis adamlyk oturgycda nige sany diirli usul
bilen oturtmak bolar?
Couziilisi. 5 sany okuwgynyn bis adamlyk oturgycda diirli usulda yerlesip
oturmaklarynyn sany 5 sany elementden diizmek miimkin
bolan calgyrmalar sanyna den, yagny

Ps=5!=1.2.3-4-5=120
bolar.

Mysal 3. Arasynda 5 sany okuw kitaplary bolan 9 sany kitaplar bar bolsa,
okuw kitaplaryny yanagyk yerlesdirmek bilen bu kitaplary néice sany diirli
usullar bilen tekja goymak bolar?

Couziilisi. Ilki bilen dhli okuw kitaplaryny bitewilikde bir kitap yaly
gararys.

Onda tekjede dokuz dél-de bés sany kitaplary yerlesdirip goymaklyk
alynar. Belli bolsy yaly bds sany kitaplary Ps=5! sany diirli usullar bilen
yerlesdirip goymak miimkindir. Yone seyle goyulmalaryii her birinde okuw
kitaplaryny Ps=5! sany diirli usullar bilen yerlesdirmek miimkindir.
Seylelikde, kitaplary aydylan gorniisde tekjede goymalaryn gozlenilyin
sany Ps Ps=(5!)? bolar. Diymek, 5!=120 bolmak bilen,
gozlenilyan san  (5!)*=(120)°=14400 bolar.

Mysallar
1.0, 1, 3, 5 sanlardan, sanlary gaytalanmayan, dortbelgili sanlaryn nice
sanysyny yazyp boljakdygyny kesgitlan.
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2.0, 1, 3, 5 sanlardan, sanlary gaytalanmayan, jiibiit dortbelgili sanlaryn
nédge sanysyny yazyp bolar?
3. Aman jan etmekgi bolanda telefon belginiit sonky ii¢ sany sanlarynyi
2,3,6 sanlardygyny, yone olaryn haysy tertipde gelyandiklerni
unudandygyny bilip galyar. Sol sanlaryn tertibini t6tinden saylap almakgy
bolup, i bir gowsuz synansyklarynda ni¢e gezek synanysmaly boljakdygy
hakynda inkise gidydr. Amanyn i sowsuz yagdayda nice gezek synanysyk
etmeli boljagyny tapyn.
4.2,3, 5, 6 sanlardan, olary bir gezekden artyk ulanmazdan, néce sany

a) 5000—den uly; ¢) 3000—den uly;

b) 5250-den uly d) 6000—den uly
sanlary yazyp bolar?
5. 5 sany oglan we 5 sany gyz teatrda bir hatarynn 1-10 orunlarny
nége sany diirli uslullar bilen eyelemekleri miimkin? Eger—de
oglanlar sol orunlaryn tik, gyzlar bolsa olaryn jiibiit belgili orunlarny
eyelemeli bolsalar diirli usullaryin sany ndge bolar?
6. 30! sanyn 90—a boliinydndigini ya—da bolinmeyindigini kesgitlan.
7. 141 san 136—a bolinyarmi ya—da yok?
8. 71-6 we 6!-7 sanlaryi haysy birinin uludygyny kesgitlin.
9. (m+1)!-m we m!(m+1) sanlaryn haysy biriniit beylekisinden uludygyny
we nige esse uludygyny kesgitlemeli.
10. 30! sanyn 96—a boliinyandigini ya—da bolinmeyandigini kesgitlan.

Yerle sdirmeler

Goy 4 sany sar hem—de 3 sany bos 0yjik bar bolsun. Sarlary a, b, c, d
harplar bilen belgildlin. Berlen sarlardan ii¢iisini bos 6yjiiklere diirli usullar
bilen yerlesdirmek miimkindir. Eger—de a sary birinji dyjlige, b sary ikinji
oyjiige, C sary bolsa iigiinji oyjiige yerlesdirsek sarlaryn tertiplesdirlen
t¢likklerinin birini alarys:

a | b |c

Birinji, ikinji hem—de tigiinji sarlary diirli saylamak bilen sarlaryn diirli
tertiplesdirlen ticliiklerini alarys
Mysal tigin

a |l c|b || blal|c]||d|c]|b
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Dort sany elementleriii tertiplesdirlen tigliiginii her birine dort sany
elementlerden ¢ elementli yerlesdirme diyip aydylyar.

Kesgitleme. n sany elementlerden k(k < n) elementli yerlesdirme diylip,
sol n elementlerden kesgitli tertipde alynan k sany elementlerin islendik
kopliigine aydylyar.

n sany elementlerden k elementli yerlesdirmelerin sany, adatca, Ank
gorniisinde belgilenyar hem—de ,,A n—denk boyunga” diylip okalyar

Kesgitlemeden gorniisi yaly n sany elementlerden k elementli
iki sany yerlesdirmeler ya elementleri boyunca, ya—da
elementleriniii tertipleri bilen tapawutlanyan bolsalar, olar diirli
yerlesdirmeler hasap edilyarler.

Eger—de a,b,c,d—dort sany elementlerden &hli {i¢ elementli
yerlesdirmeleri yazyp ¢ykmakey bolsak bu elementlerin her birini
yzygiderlikli yagdayda birinji orunda yerlesdirmek bilen alarys:

abc, abd, acb, acd, adb, adc,
bac, bad, bca, bed, bda, bdc,
cab, cad, cba, cbhd, cda, cdb,
dab, dac, dba, dbc, dca, dcb,

Seylelikde, A’ =24 bolyar. Munuti seyledigini indiki yaly pikir yoredip
hem alyp bileris: birinji element deregine berlen dort sany elementleriii
islendigini almak miimkin bolup, ol dort sany usul bilen saylanylyp biliner.
Birinji elementin her bir saylanylan yagdayy {i¢cin ikinji element deregine
beyleki {i¢ elementinl islendik birini almak miimkindir. Bu diyildigi onun ii¢
sany diirli usulda saylanylmagynyn miimkindigini anladyar. Suna
metizeslikde ilkinji iki elementlerin her bir saylanylan yagdayynda ticiinji
element ornuna galan iki elementlerin islendik birini almak miimkin bolup,
ol ligiinji elementi iki sany diirli usulda saylap bolyandygyny alarys. Onda
kombinatorikanyin kopeltmek diizgiinine goré taparys:

A =4.3-2=24.
Edil suna menzeslikde n sany elementlerden k elementli yerlesdirmelerin
(k <n bolanda) sanyny hem tapmak miimkindir. Seyle yerlesdirmede
birinji element n sany diirli usulda saylanylyp biliner. Ol saylanylandan son,
ikinji element deregine galan (n—1) sany elementlerin islendiginifi
alynmagy miimkin bolup, sol elementiii (n—1) sany diirli usulda
saylanylmagynyin miimkindigini alarys. Soiira ilkinji iki elementlerin her bir
saylanylan yagdayy ti¢in {i¢iinji element deregine galan (n—2) elementlerin
islendigini almak miimkin bolup, sol elementiii (n—2) sany diirli usullar
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bilen saylanylyp bilinjekdigi alynar. Suna menzeslikde dowam etmek bilen
ahyrsonunda k—njy element deregine ilkinji (k—1) sany elementler deregine
saylanylanlardan galan n—(k—1) sany elementlerin islendiginin
alynmagynyn miimkindigini, sona gérd—de ol elementiii n—(k—1) sany diirli
usulda saylanylmak miimkingiliginin bardygyny alarys. Onda
kombinatorikanyn kopeltmek diizgiininden

A =n(n-1{n-2)..(n-(k-1))
bolyandygy alynar. Bu formuladan gomiisi yaly A: —nyn, yagny n sany
elementlerden k elementli yerlesdirmelerit sanyny i ulusy n bolan k sany

yzygiderli natural sanlaryi kopeltmek hasylna dendigini alarys.
Hususan,
At =nn-1n-2).(n-(n-1)=n-(n-1)(n-2)..1=
=1-2..-(n=2)n—-1)-n=n!
bolyandygyny alarys. Hakykatdan hem, n sany elementlerden n elementli
yerlesdirmeler biri-birinden dine elementlerin tertipleri bilen
tapawutlanyarlar, sona géra—de olar n sany elementlerden ¢alsyrmalar bolup
A =P =n!
bolyandyklary alynar.

Mysal 1. 25 sany yygnaga gatnasyjylaryn arasyndan yygnagyn baslygyny
hem-—de kitibini nd¢e sany usul bilen saylap bolar ?

Coziilisi. Yygnagyn baslygy deregine 25 sany gatnasyjylaryh islendik
birinin saylanylmagy miimkin bolup, ol 25 sany diirli usullar bilen
saylanylyp biliner. Eger—de baslyk saylanylan bolsa, onda kitip deregine
galan 24 adamyn islendiginin saylanylmagy miimkindir. Bu diyildigi
kétibin 24 sany diirli usullar bilen saylanylyp bilinyéndigini anladyar.
Seylelikde, biz 25 sany
elementlerden 2 elementli yerlesdirmeler sanyny alarys:

A% =25-24=600.
Mysal 2. Tekizligin bds sany nokatlaryny latyn harplarynda belgilemekgi
bolup, olary nége sany diirli usullar bilen yerne yetirmek miimkin diyip
oylanyarlar. Eger—de latyn elipbiyi 26 sany harplardan duryan bolsa, sol
belgilemelerin nédge sany diirli miimkingilikleri bardyr?

Couziilisi. Tekizligin bds sany nokatlarynyn belgilemeleri biri-birinden ya
belgilemede ulanylan harplar bilen , ya—da sol bir harplarda olaryn
belgilenilen nokatlary bilen tapawutlanyandyrlar. Seylelikde belgilemelerin
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diirli miimkingiliklerinitt sanynyi 26 sany elementlerden 5 elementli
yerlesdirmelerin sany bilen gabat gelmelidigini, yagny

A =26-25-24-23-22 =8923200
bolyandygyny alarys.

Mysallar

1. Eger—de 100 m aralyga 10 sany ylgayjy yarysyan bolsa, birinji, ikinji
hem-de tgiinji orunlaryn eyelenmeklerniii diirli miimkingiliklernin sany
néige bolar?

2. Aman, Berdi, Gurban ii¢iisi konsert difleméige gelenlerinde dort sany bos
orun galan eken. Olaryn nige sany diirli usullar bilen oturmaklary miimkin?
3. 5 sany okuwg¢ynyi synp otagyndaky 15 sany kompyuteri ndge sany diirli
usullarda eyelemekleri miimkin?

4. Konkursa gatnasyjy 20 sany aydymgylaryn birinji, ikinji we {i¢ilinji bolup
cykys etjeklerini ndge sany diirli usullar bilen saylamak miimkin?
5.0,1,2,3,4, 5, 6,7 sanlardan olaryn hi¢ birini hem bir gezekden artyk
ulanman dort belgili sanlaryn ndgesini yazyp bolar?

Utgasdyrmalar

Diikanda galan diirli renikli 5 sany ¢isirlen sarlardan Aman ii¢iisini
bilelikde baglap bayram¢ylyk gezelenjine ¢ykmakey bolyar. Onun seyle
sarlar icligini néce sany diirli usullarda saylap almak miimkingiliginin
bardygyny owrenelin. Sol sarlary a,b,c,d,e harplar bilen belgilalin.

Sarlar ligliginde a sar bar bolan halatynda indiki sarlar tiliikleriniii
alynmaklary miimkin:

abc,abd,abe,acd,ace,ade
Eger—de sarlar ticliiginde a sar bolman b sar bar bolsa
bcd,bce,bde
ticlikleri alynarlar.

Eger—de Amanyn saylan sarlarynyn arasynda a sar hem, b sar hem yok

bolsalar, onda
cde
sarlardan duryan yekeje tclilk saylanan bolar.

Seylelikde, biz 5 sany diirli renikli sarlardan iigiisini saylap almagyi dhli
bolup bildyjek miimkingiliklerini gorkezdik. Bu diyildigi, 5 sany diirl
refikli sarlardan 3—sini nidg¢e sany diirli miimkingilikler bilen utgasdyryp
alyp boljakdygyny kesgitledik.
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Kesgitleme. Berlen n sany elementleriii kopliiginden alnan k sany
elementlerin islendik kopliigi n sany elementlerden k elementli

utgasdyrma diylip aydylyar.

Utgasdyrmalarda, yerlesdirmelerden tapawutlylykda, elementlerin
yerlesis tertibi &hmiyete eye dildir, yagny n sany elementlerden iki sany k
elementli utgasdyrmalar biri-birinden hi¢ bolmanda bir elementi bilen
tapawutlanyarlar.

n sany elementlerden k elementli utgasdyrmalaryn sany C* gorniisinde
belgilenydar hem—de ,,C n—denk boyunga” diylip okalyar.

k <n bolanda n sany elementlerden k elementli utgasdyrmalar sanyny
hasaplamagyn diizgiinini éwrenelii.

Yokarda getirlen mysalda C? =10 bolupdy. C: sanyn A’ hem-de P,
sanlar bilen arabaglansygyny tapalyn.

Sol mysalda 5 sany a,b,c,d,e elementlerden {i¢ elementli
abc, abd, abe, acd, ace, ade, bcd, bee, bde, cde utgasdyrmalar alnypdy. Her
bir utgagdyrmada &hli miimkin bolan ¢alsyrmalary yerne yetirelin . Ol
utgasdyrmalaryii her birinde alnyp bilinjek calgyrmalaryn sany

P,=3=6
bolar. Ol ¢algyrmalar netijesinde 5 sany elementlerden 3 elementli
Yerlesdirmelerini dhlisi alynar. Sol Yerlesdirmeleriii sany A’ bolup, olar
biri-birinden ya elementlernifi tertibi, ya—da hi¢ bolmanda bir elementli
bilen tapawutlanyandyrlar.

Diymek,

Ci P = A
denlik alnyp, sona gord

bolyandygy tapylar.
Umumy yagdayda hem yokardaky yaly hereket ederis. Goy n sany
elementleri bolan kopliigii elementlerinden k elementli dhli utgasdyrmalar

alynan bolsun. Seyle utgasdyrmalar sanyny C gorniisinde belgilipdik. Her
bir utgasdyrmada Py sany calsyrma alnyp bilner. Bu calsyrmalar netijesinde
n elementlerden k elementli yerlesdirmelerin #hlisi alnyp, olaryi sany A'.
Seylelikde
A=ClR,
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ya—da basgaca

bolyandygy alynar. Bu deiiligit sag tarapynda sanawjynyn hem—de
maydalawjynyil ornuna olaryn anlatmalaryny goymak bilen
ck n(n—-1)n-2).(n—(k -1))
! 1.2-3...-k
formula eye bolarys. Eger—de sonky denligin sag tarapynda drobui
sanawjysyny hem, maydalawjysyny hem n = K hasap etmek bilen (n - k)!
kopeltmek hasylna kdpeltsek, her bir k igin

k= n(n-1)(n-2).(n-(k-1)-(n-k)}l _  n!
" kt(n—k)! kt(n—k)!
bolyandygyny taparys.
Eger—de kesgitlema gord, 0!=1 diyip hasap etsek, onda
‘ n!
C k(n—k)!
formula n=k bolan yagdayynda hem ulanylyp biliner:
n!
"ol
Mysal 1. Matematikadan okuwgylarym etrap olimpiadasyny geg¢irmeklige
cagyrlan 20 sany mekdep mugallymlaryndan 5-isini saylap almakgy
boldular. Olary nége sany diirli usullar bilen saylamak miimkin?
Coziilisi. Her bir saylanan diiziim basgasyndan hi¢ bolmanda bir mugallym
bilen tapawutlanmalydyr. Onda biz 20 sany elementlerden 5 elementli
utgasdyrmalary almak meselesine eye bolarys, olaryn sany bolsa

: _16-17-18-19-20 _ 15 17.3.19-15504
1.2-3-4-5

n

bolar.
Diymek, 20 sany g¢agyrlan mugallymlardan 5 sanysyny 15504 sany diirl
usullar bilen saylamak miimkin.

Mysal 2. Tekjede goyulan 12 sany ,,Algebra” hem—de 8 sany
»aeometriya” kitaplaryndan 5 sany ,,Algebra” we 3 sany ,,Geometriya”
kitaplaryny almaly bolsa, olary ndge sany diirli usullar bilen saylap almak
miimkin?
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Coziilisi. 5sany,Algebra” kitaplaryny bar bolan 12 sany ,,Algebra”
kitaplarynyfi arasyndan C_, sany diiri usullar bilen, 3 sany ,,Geometriya”

kitaplarny bolsa 8 sany seyle kitaplaryii arasyndan C; sany diirli usullar
bilen saylap almak miimkindir. ,,Algebra” kitaplarynyn her bir saylamasyna
~Geometriya” kitaplarynyi C. sany saylamalarynyn islendigi degisli bolup

5

3 -
., -C, sany usullar bilen

biler. Sona gordi—de mysalda aydylan kitaplar C
alynmaklary miimkindir.
C:.Co = 8-9-10-11-12 6-7-8
1.2-3-4.5 1.2-3
bolyandygyna gori, kitaplaryn aydylan gorniisdéki saylanylmaklarynyn
miimkingiliklernin sany 44352 bolar.

=8-9-11-7-8=44352

Mysallar

1. Synpda 18 sany oglan hem—de 8 sany gyz bolanlarynda timarlayys igine
5 oglan we 3 gyzy ndce sany usul bilen saylap
almak miimkin?
2. Syyahata ¢ykan 14 adamdan diiselgede galmaly iki sany nobatgylary
nédce usulda saylamak miimkin?
3. Tekjede duran 12 kitabyn biri rus¢a—tiirkmenge sozliik, galanlary bolsa
rus dilinddki ¢eper eserler. Eger—de okyja

a) sozliikk zerur bolanda

b) sozliik derkar dil bolanda
nice sany usulda 4 sany kitaplary saylap almak miimkingiligi bar?
4. Mekdep bagyna serenjam bermek {i¢in 12 sany okuw¢y kémege geldi.
Olaryn 3—isini baglaryn diiyblini yumsatmaga, galanlarynyn 4—isini giilleri
tertibe getirmége ulanmaly. Olary nice sany usulda saylamak miimkin?
5. Kitaphana tdze gelen 10 kitapdan 6 sanysyny nédg¢e sany diirli usullar
bilen saylamak miimkin?

IKinji boliim
Totan wakalar
I bap. Ahtimallyklar nazaryyetiniii esasy diisiinjeleri
§1. Ahtimallygyii kesgitlemeleri

Bu bapda synaglar hem-de wakalar, wakalaryn gorniisleri, wakanyn
dhtimallygyny kesgitlemegin  klassyky, statistiki hem—de geometriki
usullaryna, otnositel yygylyk diistinjelerine seredilydr. Sunlukda waka
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diiglinjesinii  synag netijesi gorniisinde kesgitlenyéndigine {insi ¢ekmek
gerek. Ahtimallyk klassyky kesgitlenende  P(A) M deiilik  bilen
n

hasaplanylyp, m— A wakanyn yiize ¢ykmagyna yardam beryin, n bolsa
synagynn dhli elementar netijelerinin sanydyr. Sunlukda agzalan usulyn
ulanylyp bilinmegi {icin synagyn elementar netijelerinii sanynyn tiikkenikli
bolup, birmetizes miimkingilikli we doly topary emele getirmelidiklerini
bellemelidir. Seyle hem bu kesgitleménin  ulanylyp bilinmeyéin
yagdaylaryny hem nygtamalydyr we ¢ykalgany agzap ge¢cmelidir. Sunlukda
dhtimallygyn klassyky kesgitlemesini synagyn elementar netijelerinin
sanynyn tiikenikli bolan yagdayynda ulanylyp bilinyéndigini nazara almak
bilen onuni ulanylys Oriisinii ¢éklidigine {ins bermek zerurdyr. Seyle hem,
synagyn elementar netijelerinin defimiimkingilidiklerini tassyklamak hem
bu usulyn i bir agyr taraplarynyn biri hokmiinde goérkezilmelidir. Ciinki bu
talap kibir meselelerde, mysal {i¢in, oynalyan kuby oklamak bilen
baglanysykly meselelerde kubun dogry sekillidigini hem—de onuil yasalan
serigdesinin  birjynslydygyny talap etmek bilen, afisat kanagatlandyrylyan
bolandygyna garamazdan, 6ridn kdp meselelerde ol talabyi yerine yetmegini
iipjiin edyin sertleri kesgitlemek orédn kyndyr. Sona gord—de dhtimallygyn
klassyky kesgitlemesi bilen birlikde onun beyleki kesgitlemelerinden hem
peydalanyarlar. Wakanyn otnositel

yygylygy bolsa

w(a)="
formula bilen hasaplanyp, n-dhli gecirilen synaglaryi, m bolsa olaryn
arasynda A wakanyn yiize ¢ykanlarynyn sanydyr.

Wakanyn dhtimallygynyn statistiki kesgitlemesinde onun deregine
otnositel yygylygy ya—da ona yakyn san alynyar.

Yone #htimallygyii statistiki kesgitlemesi hakynda difie

1) Her birinde A wakanyn yiize c¢ykmagy ya—da cykmazlygy
miimkin bolan synaglaryn islendik sanyny gecirip bolyan;

2) Kop sanly synaglaryn her bir tapgyrynda A wakanyn yiize
¢ykmagynyn otnositel yygylygy durnukly bolan yagdaylarda giirriin etmek
miimkindir.

Ahtimallygyni statistiki kesgitlemesiniii esasy kemgiligi onun yeke—
tak tapylmayanlygydyr. Getirilen formulalardaky m, n harplaryn olaryi her
birinde biitinley basga zatlary anladyandyklaryny bellemelidir.

Ahtimallygyii klassyky kesgitlemesiniti ulanylyp bilinmeyin,
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netijelerinin  sany tiikeniksiz kop bolan synaglar bilen baglanysykly
meselelerde  wakanyn dhtimallygyny hasaplamagyn geometriki usuly
ulanylyar.

Goy | kesim kidbir L kesimit bolegi bolsun. L kesime nokat totin
oklanyan bolsun. Sunlukda oklanydn nokat L kesimii islendik nokadyna
disiip bilydr, nokadyn | kesime dismeginin &htimallygy bu kesimin
uzynlygyna proporsional, yone onun L kesimin niresinde yerlesendigine
bagly dildir. Su talaplarda nokadyn | kesime diigmeginiii dhtimallygy

p_ I —in uzynlygy
L —in uzynlygy
yaly tapylyar.
Umumy vyagdayda totdn oOklanan nokadyn G oblastyin g bolegine
diismeginin dhtimallygy
p - M@
m(G)
denlige gord hasaplanyar. Bu yerde m bilen 6lgeg belgilenendir.

Sunlukda dhtimallygyn klassyky kesgitlemesinde hokmany wakanyn
dhtimallygynyn bire, miimkin ddl wakanyn dhtimallygynyn bolsa, nola den
bolyandyklaryny, seyle hem, ters tassyklamalaryn-da adalatlydyklaryny
bellemek bilen, totdn oklanan nokadyn G oblastynn belli bir nokadyna
diismeginin  dhtimallygynyn, geometriki kesgitlemeden, nola dendigine
garamazdan, ol wakanyli miimkin déildigi hakynda netije ¢ykaryp
bolmayandygyna (ins berilmelidir.

Mysallar
1. Nysana ok atylanda yiize ¢ykmagy miimkin wakalar: “nysanany urmak”
hem-de “nysana degmezlik” bolup biler. Sunlukda nysana we ona ok atmak
sertler toplumy bolup hyzmat edyar.
2. Sayylyk oklananda “yiiz” ya-da “arka” taraplarynyn diismegi wakalardyr.
Sayylygyn oklanmagy bolsa sertler toplumy.
3. Abonent telefon nomerinini bir sifrini yatdan ¢ykarandygyny bilse—de ony
cen bilen aylayar. Yatdan cykan sifrin dogry saylanan bolmagynyn
dhtimallygyny tapmaly. Bu yerde synag bolup sifri saylamak hyzmat edyér.
Onun 10 sany diirli usul bilen saylanylyp bilinyanliginden &hli elementar
netijelerin  sanynyn 10 we olaryin doly topary emele getiryindikleri
diisniiklidir. Yéne gyzyklandyryan wakanyi yiize ¢ykmagyna ol netijeleriii
dinte biri (yatdan ¢ykan sifr saylananda) yardam beryér.
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4. Tehniki barlag boliimi tayyar oniimler {iysmeginden t6tinden alynan 90
sanysynynn arasynda 3 sany kemislisinin bardygyny bilipdir. Kemisli

Ontimit dusmagynyn otnositel yygylygy W (A) = 9—3;) = % yaly kesgitlener.

5. Tekizlkde radiuslary 3 sm we 10 sm bolan konsentrik towerekler
cyzylypdyr. Uly tegele totdn oklanan nokadyn:

a) ki¢i tegelege;

b) ¢yzylan towereklerin emele getiren halkasyna

dismeginin dhtimallyklaryny tapmaly bolsa:

a) m(g)=3%zsm? =9zsm?, m(G)=10?zsm? =100z sm? bolup,
gozlenilyan dhtimallyk p=0,09;

b) m(g)=1007sm? —9zsm? =91zsm?, m(G)=100zsm? bolup,
gozlenilyan dhtimallyk p=0,91.

Yumuslar
1. Gutyda bar bolan 100 sany galamlaryn 13—si gara; 17-si gyzyl; 20-si
g0k; galanlary bolsa yasyl renikli bolanda ondan tétdnden alynan
galamyn yasyl reiikli bolmagynynl &dhtimallygyny tapmaly.
2. Oynalyan kubjagaz oklananda 3-e bolinydn ogkonyn diismeginifi
dhtimallygyny hasaplamaly.
3. 6 sany diirli kitaplar totinden tekjede yerlesdirilipdir. Olaryn arasyndaky
kabir iki sany kitabyn yanasyk goyulan bolmagynyi &htimallygyny tapyn.
4. Tipeniden nysana atylanda okun nysana degmeginiii otnositel yygylygy
0,6 bolup, &hli atylan oklaryn sanynyn 100 sanydygy belli bolsa, nidce okun
nysana degendigini tapmaly.
5. Sayylyk 2 gezek yzly-yzyna oklananda hi¢ bolmanda bir gezek “arka”
tarapynyn diismegininn dhtimallygyny hasapla.
6. Gutyda 6 sany birmenzes kubjagazlar bar. Kubjagazlaryn her birininn &hli
granlarynda A KM,T,U,S harplaryi biri yazylan .Yzly-yzyna bir—birden
tétinden alnyp, hatara goylan, 4 sany kubjagazlarda KUST soziini okap
bolmagynyn dhtimallygyny hasaplan.
7. Ahli granlary refiklenen kub birmetizes olgegli miifi sany kubjagazlara
boleklenen we olar kemsiz garysdyrylan.Olarynn arasyndan totdn alnan
kubjagazyn hi¢ bir granynyn hem retilenen bolmazlygynyn dhtimallygyny
tapyn.
8.Gulpda umumy okda bds sany disk bolup, olaryin her biri, hersinde bir
harp yazylan, bds sany sektorlara boliinen. Her bir disk gulpa gord kébir
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sektory bilen gabat gelydn belli bir yagdayda yerlesende gulp acylyar.
Disklerin tétdnden yerlesdirilen bir yagdayynda gulpyn agylmagynyn
dhtimallygyny tapmaly.

9. Depeleri(0,0),(0,1),(1,0),(1,1) bolan kwadrata tétinden M(«, f) nokat
oklanyar. Nokadyin kwadratda tutuslygyna saklanyan islendik oblasta
diismekliginin ~ dhtimallygy dine onun meydanyna bagly bolup, ona
proporsionaldyr diyip hasap edip, islendikk O<X, y<1 ululyklar iicin
P{a < x; B < y}ahtimallygy tapyi

10. Ox sanlar okunyn uzunlygy L bolan OA kesimine t6tinden B(x) nokat

goyulyar. OB we BA kesimlerin kigisinifi uzynlygynyn %L —den uly

bolmaklygynynn  &htimallygyny tapmaly. Sunlukda nokadyn kesime
diismekliginin - dhtimallygy onufi uzynlygyna proporsional bolup, kesimii
sanlar okunda yerlesisine bagly dil diylip hasap edilyér.

11. ki sany dost 12°° we 13% aralygynda bir yerde dususmaklygy
geplesipdirler. Ol geplesige gord on gelen beylekd 20 minut garasyp, sol
wagt dowamynda ol gelmese, gitmeli eken. Dostlaryn her biri gorkezilen
wagt aralygynda gelijek wagtyny totinden saylayan yagdayynda olaryi
dususyp bilmeklerinin dhtimallygyny tapyn. (Bu mesele dususyk meselesi
ady bilen bellidir).

12. Tekizlikde biri — birinden 2 a aralykda bolan parallel ¢yzyklar bilen
¢yzylyp ¢ykylan. Tekizlige radiusy r<a bolan saylyk tdétinden oklanyar.
Saylygyn parallel ¢yzyklaryn hi¢ birini hem kesmezliginii dhtimallygyny
tapyn.

Il bap. Ahtimallygy hasaplamagyii kibir diizgiinleri
§2. Esasy teoremalar

1. Sygysmayan wakalaryin dhtimallyklaryny gosmagyn
teoremasy.

Iki sany sygysmayan wakalaryn haysy hem bolsa birinii yiize
¢ykmagynyn dhtimallygy olaryn dhtimallyklarynyil jemine dendir:

P(A+B)=P(A)+P(B).

Netije. Birndge sany jiibiit-jiibiitden sygysmayan wakalaryn haysy
hem bolsa birinin yiize ¢ykmagynyn &htimallygy olarynn dhtimallyklarynyn
jemine dendir:

P(A + A+t A1)=§1P(M-
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2. Sygysyan wakalaryn dhtimallyklaryny gosmagyii teoremasy.

Iki sany sygysyan wakalaryn hi¢ bolmanda birinii yiize
cykmagynyn dhtimallygy olaryn dhtimallyklarynynn jeminden birlikde yiize
¢ykmaklarynyn dhtimallygynyn ayrylmagyna dendir:

P(A+B)=P(A)+P(B)—-P(AB).
Bu tassyklama islendik tiikenikli sandaky wakalar {icin hem dogrudyr.

3. Baglanys yksyz wakalaryi dhtimallyklaryny kopeltmegin
teoremasy.

Iki sany baglanysyksyz wakalarynn birlikde yiize g¢ykmagynyn
dhtimallygy olaryil dhtimallyklarynyni kopeltmek hasylyna dendir:

P(A-B)=P(A)-P(B).
Netije. Toplumy bilen baglanysyksyz wakalaryn birndgesinin birlikde yiize
¢ykmagynyn &htimallygy olaryn dhtimallyklarynyn kopeltmek hasylyna
dendir:
P(A- Ag..Ay) = P(A)-P(A)..P(A,).

4. Baglanysykly wakalaryn dhtimallyklaryny kopeltmegii
teoremasy.

Iki sany baglanysykly wakalaryn kesgitlemesinden, olaryn islendik
birinin ylize ¢ykmagynyn &dhtimallygynyn beylekisinin yiize c¢ykandygyna
ya—da ¢ykmandygyna baglydygy alynyar. Sona géri—de Pg(A) sertli
dhtimallyk diyip A wakanyn, B waka yiize ¢ykanlygynda hasaplanylyan,
dhtimallygyna aydylyar. Ony hasaplamaga P(B) >0 bolanda

P(A/B):w
P(B)
diizglin adalatlydyr.

Iki sany baglanysykly wakalaryn birlikde yiize ¢ykmagynyn
dhtimallygy olaryin birinin  dhtimallygynynn beylekisinii  birinjisi  ylize
¢ykanlygynda hasaplanylyan sertli dhtimallygyna kopeltmek hasylyna
dendir:

P(A-B) =P(A)-PA(B) =P(B)- R (A).

Netije. Birnd¢e wakalaryn birlikde yiize ¢ykmagynyn dhtimallygy
olaryin  birinin  dhtimallygynynn  galanlarynyin = sertli = &htimallyklaryna
kopeltmek hasylyna dendir. Sunlukda sonky her bir wakanyn &htimallygy
ondan onddkilerin yuze ¢ykanlygy sertde hasaplanyandyr:

P(AL - Ay . Ay) =P(A) - Py (Ay) - Paay (Ag)--Pagpy a4 (An),
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bu yerde PAlAz---Ak—l(Ak) —  Agwakanyn A -A,..A_; wakalaryn yiize
¢ykanlygy sertdiki dhtimallygy.
Mysallar

1. Gutyda bar bolan 10 sany detallaryii 4-si reiiklenen. Yygnayjynyi
totinden alan 3 detalynyn hic bolmanda birinin retiklenen bolmagynyn
dhtimallygyny tapmaly.

Coziiligi.. 1-nji usul. Hi¢ bolmanda bir detalyn refiklenen bolmagy diyilen
talap (A) olaryn birinin refiklenen (A;), ikisinin renklenen (A;), lglsinin
refiklenen (A;) bolmagyny afladyan sygysmayan A;A;A; wakalaryi
islendigi yiize ¢ykanda amala asar. Sonun {igin-de gyzyklanyan wakamyzy
A=A+A,+A; — sygysmayan wakalaryn jemi gorniisinde anladyp bileris.
Onda dhtimallyklary gosmagyn teoremasyndan
P(A)=P(A)+P(Ay)+ P(Ag) denlik alynar. Denligin sag tarapyndaky
gosulyjylary hasaplasak:

1 2 | I
p(A) =46 - 2 & 10 =4 15:120=7 L.
2 ~1 |
P(Az)=c4 306 _ A 8 120-6.6:120-36:120-03;
c3 22 15l
c3 I
(As)——zi:120=4:1zo:l_

Seylelikde, tapylan bahalary yokarky formulada goyup gozlenilyin
éhtima]]ygy alarys:
3 1 15+49+1 25 5

PAY=T 4 g =T B2
2 10 30 30 30 6

2-nji usul. Toétinden alynan 3 detalyn hig bolmanda birinin
renklenen bolmgyny ailadyan A we olaryn hi¢ birinin hem refnklenen

bolmazlygyny aiiladyan A wakalary garsylykly bolup, P(A)+P(A)=1
héasiyete eyedirler. Alynan detalyn hi¢ birinin refiksiz  bolmagynyn

I
dhtimallygy P(A) = CB _ o 120= 20 :% bolar.Onda gézlenilyén

c3 33 120

dhtimallyk yokardaky denlikden P(A)=1- P(A) =1-

gatnasyga

ok
oo

gord tapylar.
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2. Heldkgilik bolanda duydurar yaly biri-birinden baglanysyksyz isleyan iki
sany duyduryjy ornasdyrylan. Heldkgilikli yagdayy olaryn birinjisinii
duydurmagynyn dhtimallygy 0,95-e, iKinjisinin duydurmagynyiiky bolsa,
0,9-a den. Heldkgiligi olaryn die birinin duydurmagynyn &htimallygyny
tapmaly.
Coziiligi.  A(i=12) bilen helik¢ilikli yagdayy i-nji duyduryjynyn
duydurmagyny afladyan wakany belgilesek, bizi gyzyklandyryan -—
helikgiligi duyduryjylarynn difie birinin  duydurmagyny amladyan A waka
A=AA, + AA, gomiisde Yyazylyp biliner. Bu yerde AA, we AA,
gosulyjylaryn sygysmayandyklary diisniiklidir, sebdbi olaryn birinjisi, A;-in
viize ¢ykmagyny talap edydn bolsa, ikinjisi ofia garsylykly Ki wakanyn
yize c¢ykmagyny talap edyandir. Bu diyildigi, ol gosulyjylaryn birlikde
yize ¢ykyp bimeyidn wakalardygyny gorkezyir. Seyle hem A; we A,
wakalar meseldnin sertinden baglanysyksyzdyrlar. Onda ilki bilen
sygysmayan wakalar iicin &htimallyklary gosmagyn, sofira bolsa
baglanysyksyz wakalaryin dhtimallyklaryny kopeltmegiii teoremalaryndan
peydalanyp taparys:

P(A) = P(AR, )+ P(AA, )= P()- PR+ P(A)- P(A)=

=0,95-01+0,9-0,05=0,095+0,045=014.

Biz bu yerde A we B wakalar baglanysyksyz bolanlarynda A we B hem-de
A we B wakalaryi hem baglanysyksyzdyklaryndan peydalanyarys.
3. Gutydaky 6 sany detalyn 3-si ayratyn talaba gord (yokary ygtybarlykly)
yasalan. Yygnayjynyh totinden alan iki detalynyih hem yokary ygtybarlykly
bolmagynyn dhtimallygyny hasaplamaly.

Coziilisi. A (1=1,2) bilen i-nji alynan detalyn yokary ygtybarlykly
3 1

bolmagyny ailadyan wakany belgilesek P(A) =—= > , Py (Ag) =
bolar. Onda gozlenilyan &htimallyk
P(AA)=P(A)- PA1(A2) = 1 z = % =0,2 gorniisde tapylar. Gorsiimiz

yaly bu mysalyn ¢oziilisinde gyzyklandyryan wakanyn A - A, kopeltmek
hasyly gorniisinde yazylyp bilinydnligini anmalydyrys.

Yumuslar
1. Iki tiipeniden zalp bilen bir gezek atylanda nysana bir okuni degmeginii
dhtimallygy 0,38—e den. Eger—de tiipeiilerin birinden atylan okun nysana
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degmeginin dhtimallygy 0,8—e denl bolsa seyle &htimallygy ikinji tiipeii ticin
tapyn.
2. Nahalhanada vetigdirilen alma nahallarynyn talaba layyklygynyn
dhtimallygy 0,9—e deit. Uysmekden tétinden alynan iki nahalyn difie birinifi
talaba layyk bolmagynyn &htimallygyny hasaplamaly.
3. Biolaboratoriyada gecirilydin Olgeglerin  her Dbirinde nétakyklyk
goyberilmeginin miimkin derejeden asmagynyn &htimallygy 0.4—e den.
Gegirilen ¢ sany baglanysyksyz Olgeglerin dine birinde goyberlen
nétakyklygyn derejesiniii miimkin hasap edilydninden yokary bolmagynyn
dhtimallygyny tapmaly.
4. Tayyar oniimler iiysmeginden haryt 6wreniji yokary hillilerini saylayar.
Totdn alynan Oniimin yokary hilli bolmagynyn #htimallygy 0,85—e den.
Barlanylan ii¢ Oniimin dine ikisinii yokary hilli bolmagynyii &dhtimallygyny
tapyn.
5. Kébir enjam biri-birinden baglanysyksyz isleydn ii¢ sany elementden
duryar. Olarynn kdbir t wagt dowamynda bozulman islemeginii
dhtimallyklary degislilikde 0,7; 0,8 we 09 bolsun. Gorkezilen t wagt
dowamynda enjamyn

a) difie bir elementini;

b) dife iki elementinin;

¢) ahli {i¢c elementinin

bozulman iglemeklerinin dhtimallyklaryny tapmaly.
6. Ders synagynyn sowalnamalarynyn é&hlisi 50 bolup, olaryn arasynda 5
sanysy talyplaryn “bagtly” hasap edyanleri. Synaga ilkinji giren {i¢ talybyn
dhlisine—de “bagtly” sowalnamalardan diismeginii  dhtimallygyny
hasaplan.
7. Umumy okuwa gatnagsmaly 20 talybyn 10—sy geograf, 5-si ekolog, 5-si
bolsa meteorolog. Olaryn umumy Zurnalyndan ¢ sany talybyn
familiyasyny totinden alyp, howesekler asa kop bolan turistik topara
almasak edilipdir. Olaryn dhlisini  hem geograf bolmaklarynyn
dhtimallygyny tapmaly.
8. Talyp maksatnamada Owrenilyin 25 soragyn 20-sini Ozlesdiripdir.
Synagey mugallymyin beren iic soragyna hem talybyi jogap bermeginin
dhtimallygyny tapmaly.
9. Talyp kibir kitaby gozldp kitaphanalaryn {igiisine aylanyp ¢ykmakey
bolyar. Her bir kitaphana {licin gozlenilydn kitabyn onun fondunda bar
bolmagy hem, bolmazlygy hem den &htimallykly. Kitap bar bolayanda-da
onuii okyjynyn elinde bolmaklygy we bolmazlygy dendhtimallykly wakalar
diyip hasap edip, kitaphanalar biri-birinden baglanysyksyzlykda kitap bilen
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tpjin edilydin ydgdayynda talybyn kitaby tapmaklygy dhtimalmy ya—da
tapmazlygy diylen sowala jogap berin.

10. Aslynda ogul dogulmagynyn dhtimallygynyn = 0,51bolup, dogulan
ekiz cagalaryn bir jynsly bolmaklarynynn = dhtimallalygynyn bolsa
~0,64bolyandygy  gozegciliklerde  kesgitlenipdir. ~ Ekiz ~ doglanlaryn
birinjisinin  oguldugy  belli bolanda ikinjisinii hem ogul bolmagynyn
dhtimallygyny tapmaly.

§3. Hi¢ bolmanda bir wakanyn yiize cykmagynyin dhtimallygy

Goy, A, A,...,A, toplumy bilen baglanysyksyz wakalar bolsun.
Onda olaryni hi¢ bolmanda biriniii yiize ¢ykmagynyii dhtimallygy bir-
den ol wakalaryn garsylykly A,A,,...,A, wakalarynyn dhtimallyklary—nyi
kopeltmek hasylynyn ayrylmagyna dendir:
P(A+A+..+A)=1-P(A)-P(A)..P(A,). Eger-de A A, .. A,
wakalaryn dhlisinin dhtimallyklary mefizes bolsa, onda aydylan &hti-mallyk
1-P"(A) gorniisde hasaplanylyar. Bu tassyklamadan peydala—nylanda
sertddki “toplumy bilen baglanysyksyz” diyilen talaba {insi ¢ekmelidir.

Mysal. Enjam biri-birinden baglanysyksyzlykda isleydn {ic sany
elementden duryar. Olaryn hatardan c¢ykmalarynyin dhtimallyklary
degisliikde 0,07; 0,05; 0,06. Eger-de bu elementlerin hi¢c bolmanda birinin
hatardan ¢ykmagy enjamyn bozulmagyna alyp gelydn bolsa, enjamyn
hatardan ¢ykmagynyn &htimallygyny tapyn.

Cozitligi. A (1=12,3) bilen i-nji elementinin hatardan ¢ykmagyny
anladyan wakany belgilesek, meseldnin sertinden olaryn toplumy bilen
baglanysyksyzdyklary gelip ¢ykyandyr.

Seylelikde, gozlenilydn &dhtimallyk yokarky diizgiine gord
P=1-P(A)-P(Ay)-P(A)=1-0,93-0,95-0,94=1-0,83049=0,16951
yaly tapylyar.

Yumuslar

1. Koprinii bozulmagy {icin bir awiabombanyn ona diismegi yeterlik.
Eger—de koprd diismesinin dhtimallyklary 0,4; 0,5; 0,2; 0,6 bolan dort sany
awiabomba taslanan bolsa kopriinii hatardan ¢ykmagynyn dhtimallygyny
tapyn.

2. Uc sany biolog kibir fiziki ululygy biri-birinden baglanysyksyz
Olceyarler. Olaryn birinjisinin  guralyn gorkezenini  hasaba  alanynda
yalilyslyk goybermeginini dhtimallygy 0,1-e den. Su dhtimallyk ikinji hem
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tglinji barlaggylar iigin degisliikde 0,12 we 0,25 bolsun. Bir gezekki
Olcegde olaryn  hig bolmanda birinin  yaliyslyk  goybermeginiii
dhtimallygyny hasaplamaly.
3.Bids gezek ok atylanda hi¢ bolmanda bir gezek nysananyn urulmagy—nyn
dhtimallygy 0,9999. Atylan okun nysana degmegnin &dhtimallygyny
tapmaly.
4. Tki sany mergenlerin her birinii nysanany urmagynyn dhtimallygy 0,5 —e
deni. Olaryn her biri gezekli — gezegine iki ok atyarlar. Nysanany ilki urana
bayrak berilyar. Mergenlerin bayrak almaklarynyn dhtimallygyny tapmaly.
5. Yarysa gatnasyan alty sany sportsmeniii iki metr belentlikden
towusmaklarynyn &htimallyklary degislikde 0,7; 0,8; 0,7; 0,9; 0,9; 08
bolanlarynda, birinji  synangykda olaryn  hic  bolmanda  birinin
synanysygynyn sowly bolmagynyn dhtimallygyny tapyi.

§4. Doly idhtimallyk formulasy

Doly topary emele getirydn, caklamalar diyilip atlandyrylyan iki
bir sygysmayan yone biriniii yiize ¢ykmagy hokmany bolan Hy,H,,...,.H,
wakalaryn birinint yiize ¢ykmagy bilen amala asyan A wakanyn dhtimallygy
caklamalaryin dhtimallyklarynyn A wakanyn degisli sertli &htimallygyna
kopeltmek hasyllarynyn jemine denidir:

P(A)=P(Hy)- Py (A +P(H3)- Py, (A) +...+ P(Hy) - Py, (A)
peydalanyp mysal islenende c¢aklamalaryn doly topary emele
getirmelidigine tinsi ¢ekmelidir.

Mysal. Hasaplayys laboratoriyasynda 6 sany klawisli awtomat we 4
sany yarymawtomat bar. Kébir hasaplama déwriinde awtomatyn hatardan
¢ykmazlygynyn é&htimallygy 0,95-e, yarymawtomat {icin bolsa, sol
dhtimallyk 0,8—e den. Talyp totinden saylanan masynda hasaplamany
yerine yetirende onuii bozulman islemeginin dhtimallygyny tapmaly.

Coziligi. A bilen hasaplama tamamlanyanga masynyn bozul-
mazlygyny, B; bilen saylanan magynyn klawigli awtomat, B, bilen bolsa
garsylykly, yagny saylanan masynyi yarymawtomat bolmagyny, afillad—yan
wakalary belgildlin. Saylanyan masynyn totdnlignden B; we B,
caklamalar {i¢in P(B,)=0,6; P(B,)=0,4, seyle hem, serte gord
P, (A)=0,95 Py, (A)=08  bolyandyklaryny alarys. Onda doly
dhtimallygyn formulasyndan
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P(A)=P(B))- Py, (A)+P(B,)-Ps,(A)=0,6-0,95+0,4-08=
=0,57+0,32=0,89 holar.

Yumuslar
1. n sany sary Oziinde saklayan guta bir ak sar gosulyar, sofira ondan
totdinden bir sar alynyar. Gutynyn ilkibasda diiziimi hakynda miimkin
caklamalaryn dhlisi birmenizes miimkingilikli hasap etmek bilen alynan
saryn ak bolmagynyn &htimallygyny hasaplan.
2. Uysmekdiki bds tiipenint {iclisi diirbili Diirbili tiipefiden atylan okufi
nysana degmeginin dhtimallygy 0,95—e, diirbisiz tiipent iigin bolsa sol
dhtimallyk 0,7-4 dei. Uysmekden totinden bir tiipeti alynyp atylan
okuni nysana degmeginin dhtimallygyny tapmaly.
3. Her birinde 7 gara we 3 ak sary oziinde saklayan {i¢ sany gutynyn
birinjisinden totdn bir sar alynyp ikinjd gosulyar, soiira ikinjiden birini totédn
alyp iciinji gosyarlar. Uciinjiden totin alynan sary ak bolmagynyii
dhtimallygyny tapmaly.
4. Birinji gapyrjakly 20 radiolampanyn 18-si standart, ikinjiddki 10
radiolampanyn bolsa 9—sy standart. Ikinji gapyrjakdan bir radiolampany
alyp, birinji gosyarlar. Birinjiden totinden alynan lampanyn standart
bolmagynyn dhtimallygyny tapmaly.
5. Birinji gutydaky 15 saryn 5-si ak, ikinji gutydaky 30 saryn bolsa 15-si ak.
Gutylaryn hersinden bir sar alnyp, sonra ol alnan sarlaryn ikisinden birini
totdn alyarlar. Alnan saryn ak bolmagynyn dhtimallygyny hasaplamaly.

§5. Bayyes formulalary

A waka doly topary emele getiryin = sygysmayan
H;,H,,...,H,wakalaryn (¢aklamalaryn) biriniii yiize ¢ykmagy bilen amala
asyp bilydn bolsun. Haysydyr bir pikir yoretmeler arkaly, ya bolmasa
Owrenilyin meseldnii  Oziinden ¢aklamalaryin &htimallyklary (aprior)
kesgitlenipdir diyelin. Synag netijesinde A waka vyiize ¢ykandygy belli
bolandan soni c¢aklamalaryn &htimallyklaryny (aposterior) hasaplap onki
kesgitlenilen ahtimallyklar bilen deniesdirmek uly &hmiyete eyedir. Sol
aposterior dhtimallyklary hasaplamak ii¢in ulanylyan

o () PP ()

o (i=12,...n),

bu yerde P(A)= an(Hi)- PHi(A),
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formulalar Bayyes formulalary ady bilen bellidirler.

Mysal. Uysmekdiki 10 sany tiipenin 4-si diirbili. Atyjy diirbili
tipefiden atanda nysanynyn urulmagynyn &htimallygy 0,95-e, diirbisiz
tiipenden atanda sol dhtimallyk 0,8-¢ denl. Atyjy liysmekden totdnden tiipen
alyp atanda nysana urulypdyr. Onui diirbili tipeni alany &htimalmy,
diirbisiz?

Coziilisi. A bilen nysananyi urulmagyny, H, bilen iiysmekden
dirbili, H, bilen bolsa, ona garsylykly, yagny diirbisiz tiipefiil
alynanlygyny anladyan wakalary  belgililin. Onda sertden
P(H1)=O,4; P(H2)=0,6 bolyandygyny goryiris. Seyle hem meseleden
Py, (A) =095 Py, (A)=08 berlenleri peydalansak
P(A)=P(Hy)- Py (A)+P(H,)- Py, (A)=04-095+0,6-08=
=0,38+0,48=0,86 bahany taparys. Onda Bayyes formulalaryndan
P(H;)-Py (A) 038 19

PalHs)= P(A) 086 43
oA(H, )= P(H,)-Py,(A) 048 24
AVZITTp(A) 086 43

bolup, P,(H;)<Pa(H,) densizlikden atyjynyn diirbisiz tiipeiiden
peydalanan bolmagynyn has dhtimaldygy gelip ¢ykyar.

Yumuslar

1. Yérite hassahana getirilyéin nisaglaryn ortaca 50%-i K, 25%-i L, 15%-i
M we 10%-i N keselller. K kesellinm doly sagalyp c¢ykmagynyn
dhtimallygy 0,7-4, sol dhtimallyk LM we N keselliler ii¢in, degislilikde
0,6-a; 0,8-e; 0,9-a den. Hassahana getirilen kidbir ndsagyn doly sagalyp
cykanlygy belli yagdayynda onun K kesel bilen kesellin bolmagyn
dhtimallygyny tapyn.

2. Tayyar oniimin standartlygy ya—da déldigi iki sany haryt dwrenijilerin
haysy hem bolsa biri tarapyndan kesgitlenilyéir.Oniimiit birinji haryt
owrenijid diismeginin dhtimallygy 0,55—e, ikinjd diismegininki bolsa 0,45—e
den. Standart oniiminn standarta dogry gelyédr diyilip birinji haryt dwreniji
tarapyndan hasap edilmeginin dhtimallygy 0,9—a, sol dhtimallyk ikinji haryt
owreniji licin 0,98-e den. Standart 6niim barlanylyp standart diyilen netije
cykarylandygy belli. Ony ikinji haryt Owrenijnii barlanlygynyn
dhtimallygyny tapmaly.
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3. Umumy konweyere gelydn detaly iki sany awtomat Ondiirydr. Olaryn
birinjisinin - ondiirijiligi ikinjisininkd garanda iki esse. Birinji awtomatyn
ondiiryan detallarynyn ortaga 60%-i yokary hilli, ikinjisinifiki bolsa 84%-i
yokary hilli éniimler. Konweyerden totdn alynan detal yokary hilli bolup
¢ykyar. Ony ikinji awtomatyi 6ndiireni dhtimalmy, birinjinii?
4. Enjamyn biri — birinden baglanysyksyz isleydn dort sany bloklarynyn
ikisi hatardan ¢ykypdyr. Eger—de bloklaryn hatardan ¢ykmaklarynyn
ahtimallyklary degisliikde p;=0,2, p,=0,1, p;=04, p,=0,3 bolanlarynda
birinji we ikinji bloklaryn bozulan bolmaklarynynn &dhtimallyklaryny
tapmaly.
5. Kébir pudakda ondiirilydn ontiimin 30%-i birinji, 25%-i ikinji, galan,
bolegi bolsa ticlinji fabriklerde tayyarlanyar. Ol fabriklerde ondiirilen
ontimlerin degislilikde 1%; 1,5%; 2% bolekleri talaby kanagatlandyrmayan
kemisli oniimler. Alyjynyn satyn alan harydy seyle kemisli oniimlerden
bolup ¢ykypdyr. Ol harydyn birinji fabrikde ondiirilen bolup ¢ykmagynyn
dhtimallygyny tapyn.
III bap. Gaytalanyan synaglar
§6. Gaytalanyan synaglar bilen baglanysykly diizgiinler

Her birinde kdbir A wakanyn yiize ¢ykmagynyn dhtimallygy
beylekilerinin islendiginin netijesine bagly bolmayan synaglar gegirilyén
bolsa olara A waka gord baglanysyksyz synaglar diyilip aydylyar. Olaryi
arasynda synaglaryn &hlisinde A wakanyn &htimallygynyn iiytgewsiz
galyanlary ayratyn dhmiyete eye bolup, solary 6wrenyéris.

Bernulli shemasy ady bilen tanalyan baglanysyksyz synaglaryn
shemasy Ordn kop ulanylyslaryn esasynda duran nazary shema bolup tayyar
senagat Onlimlerinii hilini barlamakda has-da peydalydyr. Seyle hem
Bernulli shemasy é&htimallyklar nazaryyetnii i bir sada matematiki
modellerinin biridir. Muna mysal bolup sayylyk oklamalaryn yzygiderligi
hyzmat edyir. Yone sunuii bilen birlikde bu model ideya babatda orin
baydyr.

1. Bernulli formulasy. Her birinde yiize ¢ykmagynyn dhtimallygy
p (0<p<l) bolan wakanyii n sany baglanysyksyz synaglarda layyk k
gezek vyiize c¢ykmagynyn (haysy synaglardadygynyin tapawudy yok)
dhtimallygy

nl

P.(k)y=CK.p*.q"*, bu yerde C gt q+p=1
detilige gord hasaplanylyar. Yazylan formula Bernulli formulasy ady bilen
meshurdyr.
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Bernulli formulasyndan n sany baglanysyksyz synaglarda wakanyn
a) k-dan az; b) k -dan kop; ¢) k-dan az bolmadyk; g) k-dan kop bolmadyk
gezek vyize ¢ykmagynyn dhtimallyklarynyn degislilikde indiki denliklere
gord hasaplanmalydyklary alynyar:

k-1
I:)n (< k) = z_lopn (m);

P,K)= 3Py (m);

m=k+1

a@m=iamx

P«M—zpm)

Mysal. Tki sany den giiy¢li garsydaslar kiist oynayarlar. Defime-den
tamamlanan oyunlary hasaba almanynda

a) iki dowden birini utmakmy ya-da dort ddwden ikisini utmak;

b) dort ddwden ikiden az bolmadygyny utmakmy ya-da bds déwden
ticden az bolmadygyny utmak has dhtimal?

Coziilisi. Dengiiycli kiistgiler oynayandyklary ti¢in utmak hem-de

utulmak den dhtimallykly wakalardyr, yagny p=q =%. Ahli déwlerde

utmak hem-de utulmak wakalarynyn ahtimallyklary tiytgemeyarler we
utmaklygyin haysy tertipdéki synaglarda amala asyandygyna bagly déldir.
Bu diyildigi Bernulli formulasynyn ulanarlyklydygyny aiiladyar.

a) Tki dowden birini utmaklygyi dhtimallygy
11 1

P,1)=C; p-q=2-=-===.

2M=Cz-p-q=2-2-5=7

Dort dowden ikisini utmaklygyn &htimallygy bolsa
]

SRR SR TR B A |

Diymek, P,(1)> P, (2) , yagny iki dowden birini utmak dort dowden
ikisini utmaklykdan has dhtimal.
b) P2 =1-FR0)-R® we R(=3)=1-R0)-RO-R(?)
bolandyklary ii¢in

4 1 4

1 1 1
Pi0)=CI-p* 0" =g =i PO=Cipea’ =g ==
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1 1 1 5
P-(0)=—=—; P.(1) =Cl =5.— =
5(0) 532 51 =Cs- p-q’ 32 37
5 1 10 5 11
R(2)=CZ - p?-¢° bolup, bu yerden P,(>2)=1-—="=
5(2)=C5-p°-q° = o332 32 p, bu y 2 (= 2) = 16 16
we B;(=3)= 1—i—£—10 16_1 bahalary hasaba alsak,
32 32 32 32 2

P, (= 2) > P; (= 3) netijd, yagny dort ddwden ikiden az bolmadygyny

utmaklygyin bds dowden tlicden az bolmadygyny utmaklykdan has
dhtimaldygy hakyndaky netijd gelyéris.

Yumuslar

1. Sayylyk bés gezek oklananda:
a) ikiden az;
b) ikiden az bolmadyk
gezek “arka” tarapynyn diigmeginiii dhtimallygyny tapmaly.
2. Sehde 6 sany stanok bar. Olaryn her birinifi berlen mémentde isleyin
bolmagynyn dhtimallygy 0,8—e deii. Berlen momentde:
a) 3 sany stanogym;
b) dhli stanoklaryn
isleyan bolmaklarynyn dhtimallygyny tapmaly.
3. Baglanysyksyz synaglaryn her birinde A wakanyn yilize ¢ykmagynyn
dhtimallygy 0,3—e den bolanynda 5 sany seyle synaglarda onui {icden az
bolmadyk gezek yiize ¢ykmagynyn dhtimallygyny tapmaly.
4. Kabir B waka A waka ikiden az bolmadyk gezek yiize ¢ykanda amala
asyar. Baglanysyksyz synaglaryn her birinde A wakanyn yiize ¢cykmagynyi
dhtimallygy 0,4—e denl bolanda geg¢irilen 6 sany seyle synaglar netijesinde B
wakanyn yiize ¢ykmagynyn dhtimallygyny hasaplamaly.
5. Masgalada 5 ¢aga bar. Olaryn arasynda

a) lic sany gyz;

b) tigden az bolmadyk gyz;

¢) licden az gyz
bolmagynyin édhtimallygyny hasaplamaly. Gyz dogulmagynyn &htimallygy
0,49-a dei hasap edydris.

§7. Laplasyn lokal hem-de integral teoremalary

Laplasyin lokal teoremasy. Her birinde wakanyn yiize
¢ykmagynyn dhtimallygy p(0<p<l) bolan n  sany baglanysyksyz
synaglaryn (haysy birindedigi tapawudy yok) layyk k sanysynda sol

38



wakanyn yiize c;ykmagynyﬁ ahtimallygy takmynan ( n ndge uly bolsa sonca
takyk) P, (k)= @(X) ululyga denidir.
\/ Pq

X2
. k—np
Bu yerde ¢(x ——e 2, x=""TF

Sunlukda,  ¢(x) funk31yanyn bahasyny tapmak {i¢in, onun
jibiitdigini nazara almak bilen, x-ii polozitel bahalary ligin onun
bahalarynyn bar bolan tablisasyndan peydalanyarlar.

Laplasyii integral teoremasy. Her birinde wakanyn yiize
¢ykmagynyn dhtimallygy p (O<p<l) bolan n sany baglanysyksyz
synaglarda sol wakanyn k;-den az bolmadyk, k,-den bolsa kop bolmadyk
gezek yiize ¢ykmagynyh #htimallygy P,(k;;k,) takmynan g(x")—g(x’)
tapawuda dendir. Bu yerde

u2

e 2du- Laplas funksiyasy bolup,

$(x) = \/—
' kl_np " k2_np

= , X' = .

Jnpg Jnpg

x-m [0;5] kesimddki &hli bahalary iicin ¢(X) funksiyasynyn bahalarynyn
tablisasy bar bolup, dhli x>5 nokatlarda #(x)=0,5 hasap edilydr. Laplas
funksiyasynyn tikliginden, yagny ¢(—X)=-¢(x) denlikden peydalanmak
bilen x-in otrisatel bahalary ii¢gin hem ¢(x)-it bahalaryny sol tablisany
ulanmak bilen tapyarlar.

X

Mysallar
1. Synaglaryn her birinde A wakanyn yiize ¢ykmagynyn dhtimallygy 0,25
bolanda ge¢irilen 200 sany baglanysyksyz synaglarda onuf layyk 40 gezek

yiize ¢cykmagynyn dhtimallygyny tapmaly.
Coziiligi. Serte gora n=200, k=40, p=0,25, q=0,75. =200 yeterlik
uly hasap etmek bilen Laplasyn lokal teoremasyndan peydalansak

1
Paoo(40)= J/200-0,25.0,75
40-200-0,25 40-50  -10
~J200-025-0,75 375 6123724
Tablisa gord, ¢(—1,632993 =0,1057 bolanlygyndan taparys:
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=-1,632993.



Py (40) =0,1642

2. 100 sany  baglanysyksyz synaglaryii her birinde wakanyn yiize
¢ykmagynyn dhtimallygy 0,8-e den bolanda onun 70-den az dil, 80-
den bolsa kop bolmadyk gezek yiize ¢ykmagynyn &htimallygyny
hasaplamaly.

Coziiligi. Serte gora n=100; p=0,8; q=0,2; k;=70; k,=80. Onda

o__70-10008 -10_ ... ,_80-100-08
J100-08-02 4 o /100-0,8-0,2

bolany tiicin ¢(—x)=—¢(x) gatnasykdan we Laplas funksiyasynyn
bahalarynyi tablisasyndan peydalansak ¢#(—2,5)=-0,4938 we ¢(0)=0
eye bolarys. Seylelikde, gozlenilyin dhtimallyk
Ploo (70,80) =0—(—0,4938 =0,4938 bolar.

Yumuslar

1. Tiipenden atylan okuil nysana degmeginin dhtimallygy 0,7 bolanda 2100
gezek atylanda nysananyn layyk 1600 gezek urulmagynyn dhtimallygyny
tapyn.
2. Eger baglanysyksyz synaglaryn her birinde wakanyn yiize ¢ykma—gynyn
dhtimallygy 0,6 bolsa, gegirilen seyle synaglaryn 100—sinde sol wakanyn
layyk 70 gezek yilize ¢ykmagynyn dhtimallygyny tapyn.
3. Baglanysyksyz synaglaryin her birinde wakanyn yiize ¢ykmagynyn
dhtimallygy 0,8—¢ den. 0,9 dhtimallyk bilen wakanyn 60—dan az bolmadyk
gezek yiize ¢ykmaklygyny tama eder yaly nd¢e sany synag gegirilme lidigini
kesgitlemeli.
4. 400 sany baglanysyksyz synaglaryn her birinde A wakanyn vyiize
¢ykmaklygynyn dhtimallygy 0,8-¢ deii. Wakanyn a) 250-den az bolmadyk
gezek ylize cykmagynyn;

b) 300-den az bolmadyk we 320-den kép bolmadyk gezek yiize

cykmagynyi dhtimallygyny tapmaly.
5. Sayylyk 150 gezek oklanyar. Sayylygyn “arka” tarapynyn 100-den az
bolmadyk we 120-den bolsa kop bolmadyk gezek diismeginiii
dhtimallygyny tapmaly.

§8. Baglanysyksyz synaglarda otnositel yygylygyi he miselik
dhtimallykdan gysarmasynyn bahasy
n sany baglanysyksyz synaglaryn her birinde wakanyn yiize
¢ykmagynyn dhtimallygy p(0<p<l) bolanda wakanyn yiize ¢ykmagynyn
otnositel ~ yygylygynyn ~bu  wakanyn  hemiselik  &htimallygyndan
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gysarmasynyi absolyut ululygynyn polozitel ¢ sandan uly bolmazlygynyi

dhtimallygy P( ng takmynan 2¢{g /%J ululyga, yagny Laplas

funksiyasynyn x =g ,L nokatdaky bahasynyn ikeldilmegine dendir.
Pq

m
—-p
n

Mysal. 400 sany baglanysyksyz synaglaryin her birinde wakanyn
viize c¢ykmagynyn &htimallygy 0,8-¢ defi bolanda bu wakanyn yiize
¢ykmagynyn otnositel yygylygynyin onuii dhtimallygyndan gysarmasynyn
absolyut ululygynyn 0,01-den uly bolmazlygynyn &htimallygyny tapmaly.

Coziligi. Serte gord n=400, p=0,8;q=0,2; £=0,01. Onda

M o8
00

O
I~
~

<0,0 1J dhtimallyk yokarda aydylan tassyklama goré

<0,01|~24 0,01 |00
08-0,2

bolar. Seylelikde, soralyan dhtimallyk takmynan 0,383-e den.

P

I~
~

M _o8
00

J =24(0,5) =2-0,1915= 0,383

Yumuslar
1.625 sany baglanysyksyz synaglaryin her birinde wakanyn yiize
cykmagynyin  &htimallygy 0,5-e den bolanda bu wakanyn yiize
cykmagynyi otnositel yygylygynynn onuii dhtimallygyndan gysarmasynyi
absolyut ululygynyn 0,02—den uly bolmazlygynyin dhtimallygyny tapmaly.
2. 1000 sany baglanysyksyz synaglaryn her birinde wakanyn yiize
cykmagynyin dhtimallygy 0,8—e¢ denn bolanda bu wakanyn yiize
cykmagynyi otnositel yygylygynyn onun &dhtimallygyndan gysarmasynyn
absolyut ululygynyn 0,04—den uly bolmazlygynynn dhtimallygyny tapmaly.
3. 1600 sany baglanysyksyz synaglaryn her birinde wakanyn yiize
¢ykmagynyn &dhtimallygy 0,5~ den bolanda bu wakanyn yiize
cykmagynyil otnositel yygylygynynn onuni dhtimallygyndan gysarmasynyn
absolyut ululygynyn 0,01-den uly bolmazlygynyin dhtimallygyny tapmaly.
4. Baglanysyksyz synaglaryn her birinde wakanyi Viize c¢ykmagynyn
ahtimallygy 0,7-4 den. 2500 sany baglanysyksyz synaglarda bu waka—
nyn otnositel yygylygynyn onuni dhtimallygyndan gysarmasynyn absol-
yut ululygynyn 0,8 dhtimallyk bilen garasylyan ululygyny kesgitlan.
5. “Arka” tarapynyn yiize ¢ykmagynyn otnositel yygylygynyin onuil
p=0,5 dhtimallygyndan gysarmasynyn absolyut ululygynyn 0,04-den uly

41



bolmazlygynynn dhtimallygynyn 0,6-dan ki¢i bolmazlygy {icin sayylygy
nice gezek oklamalydygyny tapyn.

§9. Baglanysyksyz synaglarda wakanyii yiize ¢ykmagynyn
miimkingadar sany

Her birinde wakanyn yiize ¢ykmagynyn dhtimallygy p (0<p<l)
bolan n sany baglanysyksyz synaglarda bu wakanyn k, gezek yiize
¢ykmagynyn dhtimallygy synagyn beyleki miimkin bolan netijelerinii
dhtimallygyndan kici bolmasa ko sana baglanysyksyz synaglarda wakanyn
yize ¢ykmagynyn miimkingadar sany diyilip aydylyar. ko miimkingadar
sany np—qg<ky,<(n+1)-p ikigat densizlikler bilen kesgitlenip

(p+a=1:

a) np—q drob bolsa, k, yeke-tikdir;

b) np—q bitin bolsa, k, we k, +1 sanlar miimkingadardyrlar;
¢) np bitin bolsa, k, =np san yeke-tdk miimkingadardyr.

Mysal. Tehniki gézeggilik bokimi 10 sany detaldan duryan {iysmegi
barlayar. Detalyin standart bolmagynyn dhtimallygy 0,76-a den. Standart
hasap ediljek detallaryii miimkingadar sanyny tapyn.

Coziiligi. Serte goré n=10; p=0,76; q=0,24, onda
np—q<ky,<(n+1)-p densizliklerde berlenleri orunlaryna goyup alarys:
10-0,76-0,24<ky, <(10+1)-0,76, yagny 7,36<k, <8,36.

Bu yerden kj-yn bitin sandygyna gord, k,=8 bolyandygyny
taparys.

Yumuslar
1. 20 sany tayyar Oniimler  barlanylyar.  Oniimii  talaby
kanagatlandyrmagynyn &htimallygy 09-a den. Talaby kanagatlandyrjak
Ontimlerin miimkingadar sanyny anyklamaly.
2. Haryt dwreniji harytlarynn 24 sany gorniisini gézden gegiryéar. Harytlaryn
her bir gorniiginin satuwa yaramlylygynyn dhtimallygy 0,6—a deii. Satuwa
yaramly hasap ediljek harytlaryn gorniislerinin miimkingadar sanyny tapyi.
3. Nahalhanadaky yetisdirilyan alma nahallarynyin umuman alanynda
10%-i gogeris almayar. Téze oturdylan 1000 diiyp alma nahalynyn
gogeris aljaklarynyn garagylyan miimkingadar sanyny tapmaly.
4. Baglanysyksyz synaglaryin her birinde wakanyn yiize ¢ykmagynyn
dhtimallygy 03-e den. Wakanyn vyiize ¢ykmagynyn garasylyan
miimkingadar sany 30-a denn bolmagy icin nidge sany synag
gecirilmelidigini tapyn.
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5. Eger-de 50 sany baglanysyksyz synaglarda wakanyn yiize ¢ykmalarynyn
garasylyan miimkingadar sany 30-a den bolsa, onun synaglaryn her birinde
yiize ¢ykmagynyi p dhtimallygyny tapyi.
Uciinji boliim
Totéin ululyklar, olaryn paylanyslary
IV bap. Diskret totin ululyklar

§10. Diskret totin ululygyn dhtimallyklarynyn paylanysynyi
kanuny.
Binomial we Puasson paylanys kanunlary

Miimkin bahalary, die kesgitli &htimallyklar bilen kabul edilydn,
ayratyn alynan (izolirlenen) sanlar bolan totin ululyga diskret diyilip
aydylyar. Bu diyildigi diskret totin ululygyn alyp bilyin bahalaryny
nomerldp ¢ykyp bolyandygyny anladyandyr. Basgaca aydanynda, diskret
totdn ululygyn kabul edip bilydn bahalarynyn i kop bolanda hasaply
sandadygyny anladyar. Diskret totdn ululygyn ahli alyp bilyin bahalary
bilen olaryn degisli &dhtimallyklarynyi sanawyna paylanys kanuny
bahalardan, ikinji setiri bolsa solaryn degisli &htimallyklaryndan
doldurylyan iki setirli tablisa gériisinde berilip bilner:

X X1 X5 X3 Xn

P P1 P2 Ps Pn
Bujerde p,=P(X =x), >p =1
i=1

Seyle hem diskret totén ululygyn paylanys kanuny onui alyp bilyan
bahalarynyin degisli dhtimallyklaryny berydn formulalar bilen analitiki
gorniisde hem berilyandir.

Kéhalatlarda x; kabul edilyin bahalary degisli p; &htimallyklar
bolan X totdn ululygyn paylanys kanuny goniiburgly koordinatalar
sistemasynda M, (x;; p;) nokatlary gurup, sofira goni cyzyklar bilen
birlesdirmek arkaly grafiki usulda hem berilydr. Su usul bilen alynyan

------

¢ykmagynyn dhtimallygy p bolan n sany baglanysyksyz synaglarda bu
wakanyn yiize ¢ykanlarynyin sanyny X diyip belgilesek ol diskret totidn
ululyk bolup, onuil paylanys kanuny Binomial paylanys diyilip
atlandyrylyar. Ol kanuna gord X ululygyn k=012,...,n bahalary
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17 ee

almagynyn dhtimallyklary Bernulli formulasy diyilyén,
P,(k)=P(X =k) = Cr'f -pX-p"*: p+q=1 deiilikden kesgitlenyirler.

Eger-de synaglar sany ordn uly bolup, olaryi her birinde wakanyn
viize ¢ykmagynyn p &htimallygy hem Ordn kici bolanda, yokardaky
dhtimallyk indiki formula gord takmynan hasaplanyar: P, (k) = et / k!,
bu yerde A=np-—oOwrenilyin wakanyn n sany baglanysyksyz
synaglardaky yiize ¢ykmagynyn ortaca sany. Bu yagdayda X totén ululygy

Mysallar
1. X diskret totdn ululygy

X 2 3 5 7
P 02 | 04 | 01 | 03

kanun bilen paylanan. Paylanysyi kdpbur¢lugyny gurmaly.

Coziiligi. Y okarda aydylysy yaly goniiburgly Dekart koordi—natalar
sistemasynda M, (2;0,2);M,(3;0,4);M;(5;0,1); M,(7;0,3) nokatlary
gurup, olary goni ¢yzyklar bilen birlesdiryéris:

P

s

04+ ! M.
0,3 1 M4
0,24+ M

01T M

e 123 4 5 6 7 X
2. Tayyar oniimlerin tapgyrynda standart délleri 10% diizyirier. Totdnden

alynan {i¢ sany Oniimlerin i¢cinde standart dillerinin X sanynyn Binomial
paylanys kanunyny yazym.

Coziilisi. X diskret totdn ululygynyn dhli alyp biliek bahalarynyn

X, =0 (alynan Oniimlerin dhlisi standart), X, =1 (alynan oniimlerii i¢inde

biri standart ddl), X; =2 (alynan oniimlerin ikisi standart dil) we x, =3

(alynan oniimleriii dhlisi standart dil) boljakdyklary diisniiklidir. Oniimlerif

44




standartdygy ya-da déldigi biri-biriniii hiline bagly dil, yone oniimlerin her
birinin standart dil bolmagynyn dhtimallygy 0,1-¢ denligi sebdpli, X totdn
ululygyin binomial paylanysa eyedigi hakynda netije ¢ykarmak dogrudyr.
Sonuni iligin-de serte gord n=3; p=0,1,q=0,9 bolyandyklaryny nazara
alyp, Bernulli formulasyndan peydalanyp yokardaky x; bahalara degisli
dhtimallyklary taparys:

R=P(X=0)=C p’-q*=(09)°=0,729,

P,=P(X =1)=Cj- p*-q?=3-01-(0,9)* =0,243

P, =P(X =2)=C{-p®-q=3-(01)*-0,9=0,027,

P, =P(X =3)=C3-p*-q° =(0,)° =0,001
Seylelikde

X 0 1 2 3

P 0,729 | 0,243 | 0,027 | 0,001

3. Zawodyl oniiminin 500 sanySy ammara iberilyir. Oniimiti yolda
zayalanmagynyh #htimallygy 0,002-d defi. Yolda layyk iki Gniimiii
zayalanmagynyn dhtimallygyny tapmaly.

Coziilisi. n=500 yeterlik uly, p=0,002 bolsa ki¢i bolup, oniimlerin
zayalanmagynyn bolsa, baglanysyksyz wakalary beryénligi iicin Puasson
formulasyndan peydalanyarys. Berlenlerden A =np=500-0,002=1 tapyp
g6zlenilydn dhtimallygyn

Py (2) = 6‘72! =0,3678§/2=0,18394

bolyandygyny alarys.
Yumuslar
1. X Diskret totin ululygy

a)

X 3 7 10
P 02 05 03

b)

X 2 4 6 7
P 01 03|02 | 04
paylanys kanuny bilen berlen. Paylanysyn kopburglugyny gurmaly.

2. Sayylyk iki gezek oklananda “arka” tarapyna diismeginin X sanynyn
paylanys kanunyny yazmaly.

45



3. Enjam baglanysyksyzlykda isleyan 3 sany elementlerden ybarat bolup,
olaryin her birini ge¢irilydn synagda hatardan ¢ykmagynyn dhtimallygy
0,2-4 den. Synagda hatardan ¢ykan elementlerin X sanynyn paylanys
kanunyny yazym.

4. Yedi sany detallaryn iiysmeginde 5 sanysy talabalayyk detallar.
Uysmekden  totinden  alynan iic  sany  detallaryd  arasynda
talabalayyklarynyn X sanynyn paylanys kanunyny yazmaly.

5. Enjam biri beylekilerinden baglanysyksyzlykda isleyan 1000 sany
elementden ybarat. Olaryn her birinifi kibir t wagt dowamynda hatardan
¢ykmagynyn dhtimallygy 0,002-4 den. Aydylan t wagt dowamynda layyk
dort sany elementin bozulmagynyn dhtimallygyny tapyn
( e 2 =0,13534bahadan peydalanyp bilersiiiiz).

6.Yylmayjy plitalary ¢ykaryan stanogyi tayyarlan plitalarynyii her birinif
talaby kanagatlandyrmazlygynyin &dhtimallygy 0,001-e den. Tayyarlanan
2000 plitanynn arasynda layyk dort sany talaby kanagatlandyrmayan
plitalarynn bolmagynyn dhtimallygyny tapym.

§11. Diskret totin ululyklaryn san hisiyetlendirijileri

Totdn ululygyn ortaga bahasyny hasiyetlendiriji bolup matematiki
garagmasy hyzmat edyandir.

Difle X, Xy,...,X, bahalary degisliikde py, p,,..., p, dhtimallyklar
bilen kabul edyin diskret totdn ululygyn matematiki garasmasy diyilip
onuit dhli kabul edip bilyin bahalarynyn degisli &htimallyklaryna
kopeltmek hasyllarynyii jemine aydylyar:

M(X) =X P +XoPp +..c+ X, Py -
Eger-de X totdn ululygyn bahalarynyn sany hasaply bolup,

OZO:Xi p; hatar absolyut yygnalyan bolsa, onda onuni matematik garagmasy
i=1
M(X) = xp; defilik bilen Klesgitlenyéndir.

i=1

Totdn ululygyn matematiki garagsmasy hasaplananda, kopleng
halatda, indiki yonekey hisiyetlerden we diisiinjelerden peydalanyarlar.
1. Hemiselk C ululygynn (yeke—tik C bahany kabul edydn totin
ululygyn) matematiki garagsmasy ol ululygyn 6ziine dendir:
M(C)=C.
2. X totén ululygynn C hemiselik sana kopeltmek hasylynyn
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matematiki garagmasy bu X t6tan ululygyn matematiki garagmasynyn C
hemigelige kopeltmek hasylyna dendir:
M(C-X)=C-M(X).

Sunlukda X diskret totéin ululygyn C hemiselik sana kopeltmek
hasyly diylip, kabul edyin bahalary X-it her bir bahasyny C sana
kopeltmek arkaly alynyan, olaryn dhtimallyklary bolsa X t6tdn ululygyn
degisli bahalarynyn &htimallyklaryna dent bolan, C- X t6tin ululygyna
aydylyandyr.

3. Iki sany baglanysyksyz X we Y totin ululyklaryn kopeltmek
hasylynyn matematiki garagmasy olaryn matematiki garasmalarynyn
kopeltmek hasylyna dendir:

M(X-Y)=M(X)-M(Y).

Sunlukda, iki sany totin ululyklaryin bagalanysyksyz
bolmaklary diylip, olaryn birinin paylanys kanunynyn beylekisinin kabul
edydn bahalaryna bagly bo]mazlygyna diistinilyéndir. Tersine }'/agda}'lda
totin ululyklaryn X.Y kopeltmek hasyly diylip, miimkin bahalary X—in
her bir bahasynyin Y—iii her bir bahasyna kopeltmek hasyllary gorniisinde
alynyan, olaryn &htimallyklary bolsa X we Y totdn ululyklaryn kopeliji
bahalarynynn degisli dhtimallyklarynyn kopeltmek hasylyna deni bolan,
diskret totén ululyga diistinilydndir.

4. Iki sany X we Y totédn ululyklaryn jeminit matematiki garagmasy
gosulyjylarynn matematiki garagsmalarynyii jemine dendir:

M(X+Y)=M(X)+M(Y).

Sunlukda, X we Y diskret totin ululyklaryﬁ X+Y jemi di}'/]ip,
miimkin bahalary X—inn her bir bahasynyii Y—ii her bir bahasy bilen jemi
gorniisinde alynyan, olarynn @htimallyklary bolsa gosulyjylaryn miimkin
bahalarynynn  degisli  &htimallyklarynynn  kopeltmek hasyllary  yaly
kesgitlenilydn diskret totdn ululyga diistinilyandir.

Totdn ululygyti bahalarynyn onuii matematiki garasmasynyf
golayynda secilisinin hésiyetlendirijileri bolup, hususan, dispersiya we
orta kwadratik gysarma hyzmat edyéndir. X totin ululygyn dispersiyasy
diyilip onunt matematik garagmasyndan gysarmasynyn kwadratynyn
matematiki garasmasyna aydylyar:

D(X)=M[X —M(X)F.
Kopleng yagdaylarda dispersiyany hasaplamak ligin

D(X)=M(X 2) —M?2 (X) formuladan peydalanmak onaylydyr.
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Totdn ululygyin orta kwadratik gysarmasy diyilip onun
dispersiyasyndan alynan kwadrat koke aydylyar: o(X)=,/D(X) .

Totdn ululygynn dispersiyasy hasaplanylanda indiki hésiyetlerden
peydalanmak onayly bolyar.

1. Hemiselik C ululygynn (yeke—tik C bahany kabul edyédn totin
ululygyil) dispersiyasy nola dendir:

D(C)=0.

2. Totin ululygyin hemiselik sana koépeltmek hasylynyn
dispersiyasy totdn ululygyn dispersiyasynyn hemiselik kopelijinii
kwadratyna kopeltmek hasylyna dendir:

D(C- X)=C?-D(X).

3. Iki sany baglanysyksyz t6tdn ululyklarynn jeminii dispersiyasy
olaryn dispersiyalarynyn jemine dendir:

D(X +Y)=D(X)+D(Y).

4. Iki sany baglanysyksyz totdn ululyklaryin tapawudynyn
dispersiyasy olaryn dispersiyalarynyn jemine dendir:

D(X =Y)=D(X)+D(Y).

Binomial paylanysly X totdn ululygyn matematiki garasmasy we
dispersiyasy degisliikde M (X)=np, D(X)=npq ululyklardyr, yagny
olaryi birinjisi synaglar sanynyn wakanyn her bir synagda yiize
¢ykmagynyn dhtimallygyna, ikinjisi bolsa synaglar sanynyn her bir synagda
wakanyn yiize ¢ykmagynyn hem-de yiize ¢cykmazlygynyn dhtimallyklaryna
kopeltmek hasyllarydyr.

Mysallar
1.

X 1 3 7 9
P 02 [ 01 | 03 [ 04
paylanys kanunyna eye X  diskret t6tdn ululygynyn matematiki
garagmasyny, dispersiyasyny we orta kwadratik gysarmasyny tapmaly.

Coziilisi. Formula gora
M(X)=1-02+3-01+7-0,3+9-0,4=0,2+0,3+21+3,6=6,2;

M(X?)=12.02+3%-01+7%-03+9%-04=0,2+09+147 +324=482.
Seylelikde,
D(X)=M(X?)—M?(X)=482-(6,2)> =482—-3844=9,76 bolup,

kesgitlemd gord o(X)=+/9,76.
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2. Eger-de M(X)=2, M(Y)=7bolsalar, Z=2X+5Y tétin ululygyn
matematiki garasmasyny tapmaly.

Coziilisi.  Jemin  matematiki  garagsmasynyn  gosulyjylaryn
matematiki garagmalarynyn jemine dendigi we hemiselik kopelijinin
matematiki  garagmanyn belgisinini dasyna ¢ykarylyp  bilinyanligi
hakyndaky hasiyetlerden
M(Z)=M[2X +5Y]|=M(2X)+M(5Y)=2M(X) +5M(Y) =
=2-(-2)+5-7=-4+35=31.

3. X diskret totin ululygy x, =4 bahany p, =05; x, =6 bahany
p, =0,3 we x; bahany p,; &htimallyklar bilen kabul edydr. M(X) =8
bolanda x; we p; nibellileri tapmaly.

Coziiligi. Serte gora

M(X) =X P +XoPy +X3P3=05-4+0,3-6+Xx3p3 =8
bolanlygyndan hem-de p; + p, + p; =1 bolmalydygyndan peydalansak,
p3=1-p;—p, =02 bahany tapyp ornuna goymak bilen alarys:
M(X)=2+18+0,2-x3 =8, bu yerden 0,2x3=8-38=4,2 ya-da
0,2x3 = 4,2. Diymek, xg3 =21.

Sunlukda, x; =21, p;=0,2.

Yumuslar
1. a)
X -3 0 2 5
P 02 [ 01 [ 04 [ 03
b)

X 1 3 4 6
P 03 01|02 | 04
paylanysa eye X diskret totin ululygyn matematiki garagsmasyny,
dispersiyasyny, orta kwadratik gysarmasyny tapyn.

2. X diskret totdn ululygynyn miimkin bahalary

X =1 X, =2,X3 =3 bolup, M(X)=0,3, M(X?)=59san
hisiyetlendirijileri belli bolsalar, X-iii miimkin bahalarynyn degish
dhtimallyklaryny tapmaly.

3. M(X)=0,8 bolan, iki sany baglanysyksyz synaglarda wakanyn yiize

cykmagynyn X sanynyn dispersiyasyny hasaplamaly.
4. 9 sany baglanysyksyz, birmetizes paylanan totdn ululyklaryii her birinin
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dispersiyasy 36-a den. Bu totin ululyklaryn orta arifmetiginii
dispersiyasyny tapmaly.

5. Her birinde wakanyn yiize ¢ykmagynyn dhtimallygy 0,7-4 den bolan 100
sany baglanysyksyz synaglarda wakanyn yiize ¢ykmagynyin X sanynyi
dispersiyasyny tapmaly.

6. Her birinde A wakanyn yiize ¢ykmagynyn dhtimallygy hemiselik bolan
baglanysyksyz synaglar gegirilyir. Ug¢ sany baglanysyksyz synaglarda A
wakanyn yiize ¢ykmagynyn sanynyn dispersiyasy 0,63-¢ den bolanda onun
yiize ¢cykmagynyn dhtimallygyny tapmaly.

7. X diskret totin ululygy x; < x, bolan, die iki sany baha kabul edyir.
Eger-de p, =P(X =%)=0,2M(X)=2,6 we o(X)=0,8 belli bolsalar,
X totdn ululygyn paylanys kanunyny yazmaly.

8. X totdn ululygy A parametrli Puasson paylanysyna eye bolsa, onui
matematiki garasmasyny we dispersiyasyny tapmaly.

9. Diskret totdn ululygyn matematiki garasmasynyn onun in kici we i uly
bahalarynyn arasyndaky ululykdygyny gorkezin.

10. Eger—de Xy, Xs,...,X,— baglanysyksyz, birmefizes paylanan, polozitel
totén ululyklar bolsalar, onda

M X1 1
Xi+Xo+..+X,) n

bolyandygyny subut edin.
§12. Nazary momentler

X t6tin ululygynyi k-njy tertipli baslangye momenti diyilip, X
totin  ululygynyn matematiki garagsmasyna aydylyar: v, =M (X I‘) .
Hususan, v; = M (X).

X t6tdn ululygynyn K-njy tertipli merkezi momenti diyilip,

[X -M (X)]k ululygynyni matematiki garagmasyna aydylyar:
e =M[X =M (X)F. Hususan, 14 =0, z, =D(X).

Mysal.

X 1 3 5
P 02 | 05 | 03
paylanysa eye X diskret totdn ululygynyn birinji, ikinji tertipli baslangyc
hem-de merkezi momentlerini tapmaly.
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Corziilisi. Kesgitlemé gora
Vi =M(X),V, =M(X?), 11 =0, 1t = D(X) =V, —f
bolandyklary ii¢in v; we v,-ni tapmak yeterlikdir.
v; =1.0,2+3-0,5+5-0,3=0,2+15+15=32,
v, =12.0,2+3%.05+5%.0,3=0,2+4,5+75=12.2.
Bu yerden 1, =v, —vZ =12,2—(3,2)> =12,2-10,24=1,96.

Yumuslar
1. a)
X 2 3 5
P 01 | 04 | 05
b)

X 1 3 4
P 02 | 03 | 05
paylanysa eye X totdn ululygynyn birinji, ikinji tertipli baslangy¢ hem-de
merkezi momentlerini tapmaly.

2.

X 2 4
P 03 | 07
paylanysa eye X diskret totdn ululygynyn birinji, ikinji tertipli baslangyc
hem-de merkezi momentlerini hasaplamaly.

V bap. Uly sanlar kanuny

§13. Cebysew deiisizligi

X totdn ululygynyn matematiki garagsmasyndan gysarmasynyn
absolyut ululygynyn ¢ polozitel sandan kigi bolmagynyn &htimallygy

1-D(X) / &% ululygyndan ki¢i dildir:

D(X)
82 .

P(X -M(X)| <&)>1-
Cebysew defisizligi diyilip atlandyrylyan bu densizligi ona ekwiwalent
D(X
bolan P(] X =M (X)|> g)S # gorniisde hem yazyandyrlar.
£

Mysal. Eger D(X)=0,004 bolsa, Cebysew densizliginden
peydalanyp, |X -M (X)| <0,2 densizligin dhtimallygyny bahalamaly.
Coziilisi. Cebysew densizliginden
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D(X) , 0004 . 1 _
(0,2 0,04 10
Diymek, P(X —M(X)[<0,2)>0,9.

P(X -M(X)[<0,2)>1- 09.

Yumuslar
1. P(]X —M(X)| <8)2 0,9 we D(X)=0,009 berlen bolsalar, Cebysew
densizliginden peydalanyp, & -ny asakdan bahalamaly.
2. Synaglaryn her birinde A wakanyn yiize ¢ykmagynyn dhtimallygy 0,5-e
dei. Cebysew densizligini ulanyp A wakanyn 100 sany baglanysyksyz
synaglarda yiize ¢ykmagynyn X sanynyn 40-dan uly, 60-dan bolsa kigi
bolmaklygynyn dhtimalygyny bahalamaly.
3. Baglanysyksyz synaglaryn her birinde A wakanyn yiize ¢ykmagynyn
dhtimallygy 0,25 bolanda, Cebysew deisizliginden peydalanyp, gecirilen
800 sany synaglarda A-nyn yiize ¢ykanlarynyn X sanynyn 150-den uly, 250-
den bolsa ki¢i bolmaklygynyn &htimalygyny bahalamaly.

§14. Cebysew teoremasy

Eger-de  jiibiit-jiibiitden  baglanysyksyz ~ X;, X,,...,X,,...t6tdn
ululyklar tikkenikli matematiki garagsmalara we denodlgegli ¢dklenen (kidbir C
hemigelik san bilen) dispersiyalara eye bolsalar, onda ol totdn ululyklaryn
orta arifmetigi olaryn matematiki garagmalarynyn orta arifmetigine
dhtimallyk boyunca yygnalyar, yagny islendik ¢ >0 san licin

. 1n 1n
lim P(—in ——ZM(xi*gJ:l
n—oo  \|Ni=1 Ni=1
gatnasyk yerine yetyandir.

Bu teoremadan peydalanylanda owrenilydn tétdn ululyklar {igin i
sany talabyn (jliblt-jiiblitden baglanysyksyzlyk; tiikenikli matematiki
garagmalara we dendlcegli céklenen dispersiyalara eyelik) yerine
yetyandigine iins bermelidir.

Mysal. Baglanysyksyz Xi, X,,...,X,,...totdn ululyklar

h& a -a
n+1
P
2n+1 2n+1

paylanys kanunlary bilen berlen. Bu totin ululyklar yzygiderligi iigin
Cebysew teoremasy ulanarlyklymy?
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Coziilisi. Berlen totan ululyklaryn juibiit-jiibiitden
baglanysyksyzlyklary olaryin ~ baglanysyksyzdyklaryndan gelip ¢ykyar.
Seylelikde bize olaryn tiikenikli matematiki garasmalara we dendlgegli
céklenen dispersiyalara eyediklerini ya-da déldiklerini barlamak galyar:

n n+1 a
+(-a)- =—

2n+1 2n+1 2n+1

bolanlygyndan &hli X, totdn ululyklaryii matematiki garasmalarynyi

Islendik n nomeriicin M(X,)=a-

n n+1
M(X?)=a? . — +(-a)>-——— =a? bolanlygyndan
( ”) n+1 -a) 2n+1 yoy

2
2 2
a 4n“ +4n
D(xn):M(x,?)—Mz(xn):aZ—(ZM)2 - 2'(2n+1)2 =
=4n(n+l)'a2<a2

(2n+1)
bolup, Cebysew teoremasynyn &hli sertlerinin kanagatlanyandyklaryny
alarys. Bu diyildigi berlen t6tdn ululyklar yzygiderligi tigin Cebysew
teoremasynyn ulanarlyklydygyny anladyar.

Yumuslar
1. Baglanysyksyz Xj, X,...,X,...totdn ululyklar

Xa -na 0 na
1 1 1

i 1-— il

P 2n? n? 2n?

paylanys kanunlary bilen berlen. Bu totdn ululyklar yzygiderligi tgin
Cebysew teoremasy ulanarlyklymy?

2. Cebysew teoremasyny baglanysyksyz, birmenizes paylanan totén
ululyklar ti¢in formulirlin.

VI bap. Totin ululyklaryn dhtimallyklarynyn paylanys we
dykyzlyk funksiyalary

§15. Totin ululygyn paylanys funksiyasy

X totén ululygyn paylanys funksiyasy diyilip her bir x nokatdaky
bahasy X ululygynn x-den kici bahalary almaklygynyn dhtimallygyna den
bolan hakyky bahaly
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F(x)=P(X <x)

funksiya aydylyar. Kéhalatlarda paylanys funksiyasy paylanysyn integral
funksiyasy diyilip hem atlandyrylyar. Paylanys funksiyasy birentek ajayyp
hisiyetlere eyedir we olar meseleler ¢éziilende 6rén peydalydyrlar:
1. Her bir x nokat tigin 0 < F(x) <1.
2. Paylanys funksiyasy kemelmeyin funksiyadyr, yagny islendik x; < x,
nokatlarda F(x;) <F(x,) gatnasyk dogrudyr.
3. Eger-de X tdtin ululygyii &hli kabul edyén bahalary (a,b) interwalyndan
bolsa, onda

F00 :{O, x <a bolanda,

1, x>b bolanda.

4. Paylanys funksiyasy c¢epden iizniiksiz funksiyadyr, yagny
lim F(x) =F(xg)-
xTx,

Bu hisiyetlerden gelip ¢ykyan indiki netijeler hem uly &hmiyete
eyedirler:
1. X totin ululygynyni (a,b) interwalyndan bahalar almaklygynyh
dhtimallygy F(x) paylanys funksiyasynyil su interwaldaky artdyrmasyna
dendir:

Pla<x<b)=F()-F(a).
2.Uzniiksiz X t6tdn ululygyn kesgitli bir, mysal iigin X;, bahany
almaklygynyn &dhtimallygy nola deidir: P(X =x;)=0.
3. F(X)paylanys funksiyasy lim F(x)=0 we lim F(x)=1 predel
X—>—00 X—>+0

gatnasyklara eyedir.

Mysal. X t6tian ululygy

0, x<-1 bolanda,

F(x)= §x+§, —1<xsl bolanda,
4 4 3

1, X >% bolanda.

paylanys funksiyasyna eye. Synagda X ululygyn (0;0,3) interwaldan baha
almaklygynyn dhtimallygyny tapmaly.
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Coziilisi. Belli bolsuna gord X totdn ululygyn (a,b) interwaldan
baha almaklygynynn &dhtimallygy onuil paylanys funksiyasynyn bu
interwaldaky artdyrmasyna dendir:

P(0< X <03)= F(O,3)—F(0)=Ex+ﬂ _
x=0,3

_in} _99,3 3 4225
2 "a) T4 "4 s

Yumuslar

1. X totdn ululygyn paylanys funksiyasy

0, x<2 bolanda,

F(x)=40,5%, 2<x<4 bolanda,

1, x>4 bolanda.
bolsa, synagda X t6tan ululygyn a) 0,5-den kigi; b) 3,2-den kigi; ¢)
3,5-den kici bolmadyk bahalary almagynyn dhtimallyklaryny tapym.
2. X totén ululygy

0, x<0 bolanda,
F(x)=4{x?, 0<x<1 bolanda,
1, x>1 bolanda.

paylanys funksiyasy bilen berlen. Dort sany baglanysyksyz synaglarda X
ululygyn (0,25; 0,75) interwaldan layyk ii¢ gezek baha almagynyn
dhtimallygyny hasaplan.

3. X diskret totdn ululygy

X 2 3 5 6
P o1 (02 |03 ]| 04

paylanys kanuny bilen berlen. X ululygyn paylanys funksiyasyny tapyn we
onun grafigini ¢yzyn.
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§16. Uzniiksiz totin ululygyh dhtimallyklarynyii paylanysynyii
dykyzlygy
Toétdn ululygyin paylanys funksiyasy iizniiksiz, iizniiksiz 6niime eye
bolan bolek differensirlenydn funksiya bolsa, ona iizniiksiz totin ululyk

Uzniiksiz totin ululygyii paylanys funksiyasynyfi birinji oniimine
bu ululygyn d#htimallyklarynyn paylanysynyn dykyzlygy diyilp
aydylyar: f(x) = F'(x)- paylanys funksiyasy F(x) bolan iizniksiz totdn
ululygyin dykyzlyk funksiyasydyr.

Kéhalatda  paylanys  dykyzlygy  “differensial  funksiya”,
“dhtimallyklaryn  dykyzlygy”,  ya-da bolmasa “dykyzlyk funksiyasy”
diyilip hem atlandyrylyar.

Uzniiksiz X t6tidn ululygyni (a,b) interwaldan baha almaklygynyri

b
dhtimallygy P(a< X <b)=]f(x)dx defilik bilen kesgitlenilydr. Paylanys
a

X
dykyzlygy belli bolanda, F(x)= [ f(x)dx denilige gOrd, paylanys

funksiyasy tapylyar.
Paylanys dykyzlygynyii mohiim hésiyetlerinden indikileri bellélin:
1. Paylanys dykyzlygy otrisatel daldir, yagny f(x)>0.

+00
2. j f (x)dx =1, hususan t6tdn ululygyn dhli bahalary (a,b) interwalyndan

bolanda
b
[ f(x)dx=1.
a

Mysalar
1. X {izniiksiz totdn ululygynyin paylanys funksiyasy

0, Xx<0 bolanda,

F(x) =<sin 2x, 0<x£% bolanda,

1, X > % bolanda
bolsun. Onun paylanysynyn dykyzlygyny tapmaly.
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Coziilisi.  Kesgitlema  gord, paylanys dykyzlygy paylanys
funksiyasynyn birinji Oniimidir.

0, x<0 bolanda,

f(x) = F'(X) =4 2c0s2x, 0<x£% bolanda,

0, X > % bolanda.

(x =0 nokatda F'(x) oniimin yoklugyny bellip gegelin).
2. Uznitksiz X t6tén ululygy

f =@ € xe(0+0) bolanda,
0, X ¢ (0,+00) bolanda

( a@>0 hemiselik san) paylanys dykyzlygy bilen berlen. X t6tin ululygyn
(1;2) mterwaldan baha almagynyii dhtimallygyny hasaplamaly.

Corziiligi. Y okarda agzalan hésiyete gord gozlenilydn dhtimallyk
2

2 2
Pl<X <2)=[a-e*dx=afe “ dx=a- {—le“"}
1 1 o

1

2
—ax|” _ _e—2a e % —p @ _ e—Za —_e@ (1_ e—a).

=—e

1

) Yumuslar
1. Uzniiksiz X t6tdn ululygy

0, Xx<0 bolanda,

F(x) =4sinx, O<x§% bolanda,

1 X > % bolanda

paylanys funksiyasy bilen berlen. Onuii paylanys dykyzlygyny tapyn.
2. Uzniiksiz X totén ululygy
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0, x<0 bolanda,
f(x)= %sinx, 0< x <7 bolanda,

0, x>z bolanda
paylanys dykyzlygyna eye. Onui a) paylanys funksiyasyny; b) synagda X
ululygyn (0,7) interwaldan baha almagynyn dhtimallygyny tapyn.
3. X totin ululygy
0, x<0 bolanda,

F(x)=4%, 0<x<1 bolanda,
1, x>1 bolanda

paylanys funksiyasy bilen berlen, onun paylanys dykyzlygyny tapmaly.
4. Uznikksiz X t6tén ululygy

0, xs% bolanda,
f (x) = 43sin 3x, %<x£% bolanda,

0, X > % bolanda

paylanys dykyzlygy bilen berlen, onui paylanys funksiyasyny tapym.
5. Uziiksiz X t6tén ululygynyn paylanys dykyzlygy

csin2x, Xe (Ogj bolanda,

f(x)=
T

0, X ¢ (O,EJ bolanda

bolsun. ¢ hemiselik sany kesgitlemeli.
§17. Uzniiksiz totin ululyklaryn san hisiyetlendirijileri
Kabul edyin bahalary biitn  OX okunda paylanan X iizniiksiz

+00
totdn ululygyn matematiki garagsmasy M (X) = J. xf (x)dx deilik bilen
hasaplanylyar. Bu yerde f(x)— X t6tdn ululygyn paylanys dykyzlygy
bolup, integral absolyut yygnalyar diyilip hasap edilydr. Hususan, X totdn
ululygynyni &hli bahalary (a,b) interwalyndan bolanda
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b
M (X) :jxf(x)dx

a
Diskret t6tdn ululyklarynn matematiki garagmasy {igin yerine yetyan
dhli hasiyetler bu yagdayda hem adalatlydyr.
X lzniksiz t6tin ululygynynn bahalary biitm OX oky boyunga
paylanan bolsalar we

+00
Y =p(X) bolsa, M(Y)=M[p(X)]= [e(x)f (x)dx deiilik bilen Y totin
ululygynynn matematiki garasmasy hasaplanylyar.

X lzniksiz totdin ululygyn modasy diyilip onun paylanys
dykyzlygyna lokal maksimumy berydn Mg(x) miimkin bahasyna
aydylyar.

X tizniiksiz totan ululygyn medianasy diyilip
P[X <Mg(X)]=P[X >Mg(X)] deilligi kanagatlandyryan M, (x)
miimkin bahasyna aydylyar.

Seylelikde, &hli bahalary biitin  OX oky boyunca paylanan X
tizniiksiz totén ululygyn dispersiyasy

D(X)—j[x M (X)F f (x)dx = jx f (x)dx—[M (X)J

derilikler bﬂen hasaplanylyar.
Hususan, X totin ululygynyn &hli bahalary (a,b) interwalyndan
bolsa, onun dispersiyasyny hasaplamak {igin

b b
D(X):j[x—M(X)]2 f(x)olx:szf(x)olx—[lvl(X)]2

a
denliklerden peydalanylyar.
K-njy tertipli baslangy¢ we merkezi momentler degislilikde
asakdaky denliklere géréi hasaplanylyarlar:
Vi = I X f (x)dx; yk—J[x M) f (x)dx.

Hususan, X ululygyn ahli bahalary (a,b) interwalyndan bolanda
Vi =jx f)dX; s =j[x—M(X)]k f (x)dx .
a a
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Mysallar
1. Uzniiksiz X t6tén ululygy

(0 = c(x2+2x), x(0,1) bolanda,
0, x¢(0,1) bolanda
paylanys dykyzlygyna eye.
a) ndbelli ¢ hemiseligi;
b) X t6tan ululygynyn matematiki garagsmasyny tapmaly.

+00
Coziilisi. a) paylanys dykyzlygynyn [ f(X)dx=1 hésiyetinden

peydalansak,

1 1

2

1 1 1
cj(x2 +2x)dx=c]x2 dx+ 20[xdx=c%x3
0 0 0

:C(1+1)=c-ﬂ=1
3 3

denilige yagny ¢ =% baha eye bolarys. Diymek paylanys dykyzlygy

+20-1x
2

0 0

f(x) = %(X2+2X) x<(0,1) bolanda,

0, x&(0,1) bolanda
gorniise geler.

b) M(X)= ?O xf (x)dx = g}x(xz + 2x)dx = %[}x3dx+ 2}x2dx} =
i 0 0

0
_3|1.4
4| 4

2. X totén ululygy

1 1
+2-1x3

0 3

}_3(1 2] 33+8 311 11

ol 4\4 3) 4 12 412 16

3, 9
——X“4+—x-6, xe(2,4) bolanda,
f(X): 4 2 E( )

0, x&(2,4) bolanda
paylanys dykyzlygyna eye, onuii modasyny we medianasyny tapyi.
Coziiligi. f(x) paylanys dykyzlygyny
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F(x) = —%(X—3)2+% xe(2,4) bolanda,

0, x&(2,4) bolanda
gorniigde yazsak, x =3nokatda onui maksimuma eyedigini goreris. Bu
diyildigi, M o(X) =3 bolup, ony differensial hasaplanys yardamynda hem
tapmak miimkindir.

Paylanys egrisi x =3 gond gord simmetrik bolanlygyndan, X to6tin
ululygytn  matematiki garasmasynyfi hem-de medianasynyn gabat
gelyindiklerini we olaryi 3-e defidiklerini alarys: M(X)=M_y(X)=3.

) Yumuslar
1. Uzniiksiz X t6tdn ululygy

X

= 2 I
F(x)=12" xe(0,2) bolanda,
0, x¢(0,2) bolanda

paylanys dykyzlygyna eye. Onui matematiki garagsmasyny tapmaly.
2. X totén ululygy

COSX, Xe(o,%j bolanda,
f(x)=

0, xg(o,%] bolanda

paylanys dykyzlygy bilen berlen. Y =g(X)=X? funksiyanyii paylanys
dykyzlygyny hasaplamazdan, matematiki garagsmasyny tapym.
3. X totin ululygy
f00 —%xz +6x—?, x(35) bolanda,
0, x ¢ (35) bolanda
paylanys dykyzlygyna eye. Onun modasyny we medianasyny tapmaly.
4. X totin ululygy

f00 = %x, x<(0,5) bolanda,

0, x¢(05) bolanda
paylanys dykyzlygy bilen berlen. Onun dispersiyasyny hasaplamaly.
5. Paylanys funksiyasy
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0, X<—2 bolanda,
X 1
F(x)= Z+E’ —2 < X< 2 bolanda,

1 x>2 bolanda
bolan totdn ululygyn dispersiyasyny hasaplamaly.
6. X totén ululygy
2X, 0,1) bolanda,
fog= 2 X €(0,)
0, xg(01) bolanda
paylanys dykyzlygy bilen berlen. Onun birinji, ikinji, t¢iinji hem-de
dordiinji tertipli baslangyc we merkezi momentlerini hasaplamaly.
§18. Dendlcegli paylanys
Uznikksiz X totdn ululygynyni &hli alyp bilydin bahalarynyn
yerlesen (a,b) interwalynda onun paylanys dykyzlygy f(x) =bi
—a
hemigelik sana den bolup, ol interwalyn dagynda bolsa f(x) nola den baha
eye yagdayynda, X ululygy (a,b) interwalynda dendlgegli paylanan
diyilip aydylyar. Seylelikde, (a,b) interwalynda denolgegli paylanan totin
ululygyn paylanys dykyzlygy
L
f(x)=<b-a’
0, x & (a,b) bolanda
denlikler bilen kesgitlenilyér.
Mysal. (a,b) interwalynda dendlgegli paylanan X t6tan ululygynyn
matematiki garasmasyny hem-de dispersiyasyny hasaplamaly.
Coziilisi. Bize belli bolan formulalardan

x e(a,b) bolanda,

M(X):Txf (x)dx; D(X):szf(x)dx—[M(X)]z.

Seylelikde M (X)=[x——dx+ [x-0dx+[x-0dx=—— -—| =
a b—a “ b b-a 2 a
_ 1 b*-a* a+b
b-a 2 2
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a+b
D(X x—dx x2 . 0dx+[x? -0dx— =
00=1 5L - oana o021 -

—00

b

1 X® (a+b)* 1 b*-a® (a+b)’
ﬂ?a_ 4 b-a 3 4
1 (b-a)p?+ab+a’) a’+2ab+b?
“b-a 3 - 4 B
_ 4b% +4ab+4a® ~3a® -6ab-3b? b®-2ab+a’® (b-a)?
B 12 B 12 12

_a)\2
Diymek, M(X):aT”’; D(X):%.

Yumuslar
1. (a,b) interwalda dendlcegli paylanan X t6tdin ululygyin paylanys

funksiyasyny yazym.
2. (28) interwalda dendlgegli paylanan totin ululygynyn matematiki
garagmasyny, dispersiyasyny, orta kwadratik gysarmasyny hasaplan.

3. Baglanysyksyz X we Y totin ululyklary degisliikde (a,b) we (c,d)
mterwallarda dendlgegli paylanan bolsunlar, olaryn X -Y kopeltmek
hasylynyn matematiki garasmasyny we dispersiyasyny tapmaly.
§19. Normal paylanys
Uzniiksiz X totdin  ululygynynn paylanysynyn dykyzlygy
_(x-a)?

1
f(x)= > 20 hu yerde a=M(X), o =D(X), gorniisde bolsa,
7r

onda ona (a,s) parametrler bilen normal paylanan diyilyir. Bu
yagdayda X totdn ululygynyn («,f) interwaldan baha almagynyn

X
2 dx - Laplas funksiyasynyfi yardamynda

ook 1) {5

o

dhtimallygy ¢(x) =

O'—;X

derilige goréd hasaplanylyar.
Seyle hem, normal paylanan X t6tdn ululygyn oziinifi matematiki
garagsmasyndan gysarmasynyn absolyut ululygynyn kabir 6 >0 sandan
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agmazlygynyn dhtimallygyny hasaplamak iicin P(] X - a| <0 ): 2¢[éj
o

diizgiin adalatlydyr. Bu Jerden hususan, a=0 bolanda P(X|<&)= 2¢(§)
(o2

denlik alynar. Mysal islenende ¢@(x) funksiyanyn bahalarynyn
P(X -4/ <30)=24(3)=09973 defilik amaly dhmiyete eyedir. Normal
paylanysyn asimmetriyasy, eckssessasy, modasy we medianasy {igin
A=-0E =2 _3-0,My=a, M,=a, bu Jerde a=M(X),
ol o
o2 =D(X), bolyandyklaryny belkilif.
Mysallar

1. (10,2) parametrler bilen normal paylanan X totdn ululygynyn (12,14)
interwaldan baha almagynyn &htimallygyny hasaplamaly.

Coziilisi.  Belli bolan, Pla<X<p)= ¢(ﬁ ‘aj—(;s[“_aj
o (o2

formuladan peydalansak, o =12, f=14, a=10,0=2 bahalary ornuna
goymak bilen taparys:
P(12< X <14) =¢(2) - ¢(1) =0,4772—-0,3413=0,1359
#(2)=0,4772 we ¢(1)=0,3413
bahalar tablisadan tapyldy.
2. (20,10) parametrler bilen normal paylanan X  ululygyil Oziinin

matematiki garasmasyndan gysarmasynyn absolyut ululygynyn tigden kici
bolmaklygynyn dhtimallygyny tapmaly.

Coziiligi. Serte gord, a =20, 0 =10, 6 = 3 bolanlaryna gor,

P(X —a/<5)= 2¢(éj detilikden taparys:
o
P(x -20/<3)= 2¢(1%J = 2¢(0,3) = 2-0,1179=0,2358.

Yumuslar
1. M(X)=2, D(X)=9 bolanda X — normal paylanan totin ululygyn
paylanys dykyzlygyny yazmaly.
2. (20,5) parametrler bilen normal paylanan t6tin ululygyn (15,25)
interwaldan baha almagynyi dhtimallygyny hasaplan.
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3. Normal paylanan X t6tdn ululygytn matematiki garagmasy 25-e, onui

(10,15) interwaldan baha almagynyn é&htimallygy bolsa 02-4 den. X

ululygynn (35,40) interwaldan baha almagynyn dhtimallygyny tapyn.

4. Olgegiti totin yaliyslyklary a=0 we o =20mmparametrler bilen

normal paylanan. Gegirilen ti¢ baglanysyksyz oOlgeglerii hi¢ bolmanda

birinddki yaliyslygyn absolyut ululygy boyunga 4mm-den asmazlygynyn

dhtimallygyny tapyn.

5. X —(a,0) parametrler bilen normal paylanan t6tdn ululyk ti¢in islendik

t > 0 hemiselikde P(]X - a| < a-t)z 2¢(t) denligin dogrudygyny gorkezin.
§20. Gorkezijili paylanys

Paylanys dykyzlygy
0, x <0 bolanda,
f)=9 _,
287, x>0 bolanda
funksiya bolan X  {izniiksiz totin ululygyna gorkezijili paylanysly

217 e

(A >0 hemiselik)

parametrli gorkezijili paylanysa eye X totdn ululygyn paylanys
funksiyasy

0, x <0 bolanda,
F(x)=

1-e™, x>0 bolanda

gorniigde kesgitlenyéndir. Bu paylanysa eye bolan X totdn ululygyn (a,b)

interwaldan baha almagynyf dhtimallygyny P(a< X <b)=e ™ —e™®

denllige gord kesgitltmek mimkindir. Seyle hem X ululygyn
M (X) =o(X) =% ;. D(X) =712 san hisiyetlendirijilerine  eyedigini
bellip gegelin.
Mysal. Uzniiksiz X t6tan ululygy
0, X <0 bolanda,
FOO =1,
3, x>0 bolanda
paylanys dykyzlygy bilen gorkezijili paylanysa eye. Synagda X totidn
ululygyn  (0,13;0,7) interwaldan baha almagynyn ahtimallygyny
hasaplamaly.
Coziilisi. Serte gord, A=3;a=0,13, b=0,7 bolandyklaryndan

hem-de P(a< X <b)=e ™ —e™ deiilikden we e * funksiyanyi
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bahalarynyi tablisasyndan peydalanyp taparys:
P(013< X <0,7)=e %% —¢21 =0,677-0,122=0,555.
) Yumuslar:
1. Uzniiksiz X totén ululygy
0, x <0 bolanda,
f(x)=

0,046 %% x>0 bolanda
paylanys dykyzlygyna eye. Onuii synagda (1;2) interwaldan baha
almagynyn atimallygyny tapym.
2. a) paylanys dykyzlygy
{ 0, x <0 bolanda,
f(x)=

5 x>0 bolanda
bolan hem-de

b)
x>0 bolanda
paylanys funksiyasyna eye bolan X {izniiksiz t6tin ululyklarynyn
matematiki garasmasyny tapmaly.
3. X totén ululygy
0, x <0 bolanda,
F(x)=

1-e %% x>0 bolanda

0, x <0 bolanda,
F(x)=
l-e

—0,1x

paylanys funksiyasyna eye. Onun dispersiyasyny we orta kwadratik
gysarmasyny hasaplan.

VII bap. Totin ululykdan we iki sany totin ululyklardan
funksiyanyn paylanysy

§21. Totin ululykdan funksiya

X totdn ululygyn her bir bahasyna Y totin ulylygyn bir miimkin
bahasy degisli bolsa, onda Y totdn ulylygy X t6tdn argumentden funksiya
diyilip aydylyar we Y =¢(X) gorniisinde yazylyar. Eger-de X diskret
totdin ululyk bolup, Y =¢@(X) funksiyasy monoton bolsa  X-in diirli
bahalaryna Y t6tan ulylygynn hem diirli bahalary degislidir. Sunlukda, X we
Y totdn ululyklaryn degisli bahalarynyn dhtimallyklary dendirler, yagny
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X We y; =@(x)—X weY totin ululyklaryi miimkin bolan degish
bahalary bolsalar, P(Y =vy;)=P(X =¥;) denlik &hli bahalar {i¢in
dogrudyr. Eger Y =¢(X) monoton dil funksiya bolaysa X-in diirli
bahalaryna Y totin ulylygyn degisli bahalarynyn birmefizes bolmaklary
hem miimkindir. Bu yagdayda Y -1 seyle bahalarynyn ahtlma]lyklary X
totin ulylygyn degisli bahalarynyin dhtimallyklarynyn jemi gorniisinde
tapylyar. Eger-de X {izniiksiz totdn ululyk bolup, onun paylanysynyi
dykyzlygy f(x) bolsa we y=g¢(x) differensirlenyén, ters funksiyasy
x=w/(y) bolan, artyan ya-da kemelyin funksiya bolsa Y =¢(X) ululygyn
pajlanysynyn dykyzlygy g(y)= fly(y)]-lp'(y) defilikden kesgitlenyar.
Eger-de X-in bahalarynynn interwalynda y=¢(x) funksiyasy
monoton bolmasa, bu interwaly her birinde ¢(x) funksiya monoton bolar
yaly interwallara boliip, olaryn her birinde paylanyslaryn g;(y)
dykyzlyklaryny tapyp g(y) dykyzlygy 9(y)=2 Gi(y)~ olaryn jemi
gorntisinde kesgitleyérler. Mysal iigin ¢(X) funksiyasy iki sany interwalda
monoton bolup, olardaky ters funksiyalar y,(y) we w,(y) bolsalar, Y-in

paylanys dykyzygy 9(y) = flysD] i+ o] s (y)]  valy
kesgitlener.

Mysallar
1. X diskret ululygy

X 1 2 4
P 02 | 03 | 05

paylanys kanunyna eye bolanda Y =3X t6tdn ululygyi paylanys kanunyny
tapmaly.

Coziilisi. 1ki bilen Y =3X t6tdn ululygynyn miimkin bolan
bahalaryny  tapalyn. Olar y;=3:1=3y,=3-2=6; y;3=3-4=12
ululyklardyr. X-it diirli bahalaryna Y-in diirli bahalarynyn degislidiklerini
goryaris. Indi Y—in bahalarynyi dhtimallyklaryny tapalyi.

Y -iny; =3 bahasynyn X-in x; =1 bahasynda alynyanlygyndan we
X =X, =1 wakanyn dhtimallygynyii 0,2-& denliginden Y =y, =3 wakanyi
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dhtimallygynynn hem 0,2-d deni bolmalydygy alynar. Edil suna menzeslikde
P(Y =6)=P(X =2)=0,3; P(Y =12) =P(X =4)=05
dhtimallyklar alynyarlar. Seylelikde Y-i paylanys kanuny

X 3 6 12
P 02 | 03 | 05

tablisa bilen beriler.

2. X diskret tétdn ululygy

X -1 1 2
P 02 | 03 | 05

paylanys kanunyna eye bolanda Y =X? totin ululygynyn paylanys
kanunyny tapmaly.

Coziiligi. Y- bahalary
=X = (D2 =L y, =3 —1* -1 Vo =18 =2% =4
bolyandyklaryndan X-ini diirli x; =—1 we x, =1 bahalaryna Y-in

mumkin bolan

birmefizes y; =y, =1 bahalary degisli bolanlary {igin y = ¢p(x) = x>
funksiyasy (-1;2) interwalda monoton dél funksiyadyr) degisli dhtimallyklar
P(Y =1) =P[(X =-1)+ (X =1)]=P(X =-1)+ P(X =1)=0,2+0,3=05;
P(Y=4)=P(X=2)=05

ululyklardyr. Seylelikde, P(Y =1 dhtimallyk tapylanda
X=-1 we X=1 wakalarynn (sygysmayan) jeminii dhtimallygy

gorniisinde tapylyandygyna iinsi cekmelidir. Diymek Y t6tdn ululygy

Y 1 4

P 05 | 05

paylanys kanunyna eyedir.

3. X totin ululygy

0, x ¢ (a,b) bolanda,
f(x)=
) i x e (a,b) bolanda
b-a
paylanys dykyzlygyna eye bolanda Y =2X totin ululygynyn paylanys
dykyzlygyny tapmaly.
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Coziilisi.  y=2x  funksiyanyil artyanlygyndan we  onun
differensirlenyinliginden ~ yokarda  yazylan g(y)="f [y/(y)]- |t//’(y)|
formuladan peydalanarys. x=y(y) funksiyasy y= f(x)-nih tersidir.

Seylelikde, W(y):x:% bolanlygyndan f[y/(y)]zf[%j. Seyle hem,
o1 g1
w'(y) == bolyanlygyndan, lw'(y)| =3

Diymek, g(y):%y) anlatmany alarys. xe(a,b)  bolanda

0, y«(2a, 2b) bolanda
y € (2a,2b) bolar. Ondag(y)=< 1
2(b-a)

, Ye(2a, 2b) bolanda

Yumuslar
1. X diskret t6tdn ululygy

X 3 6 10
P 02 | 01 | 07

paylanys kanunyna eye bolanda Y =2X +3 totin ululygynyn paylanys
kanunyny yazmaly.
2. X diskret totian ululygy

: 3
X 7 4
P 02 | 07 | 01
paylanys kanuny bilen berlende Y =sin X t6tdn ululygynyn paylanys

kanunyny yazmaly.

NN

3. X totin ululygy [0;%) interwalda dendlgegli paylanan. Y =sin X t6tdn
ululygynyn paylanysynyil dykyzlygyny tapmaly.
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4., X totdn ululygy (—%%j interwalda denodlgegli paylanan.

Y =cos X totdn ululygynyn paylanysynyn dykyzlygyny tapmaly.
5. X totén ululygy

0, X & (O%) bolanda,

f(x)=
COSX, XE(O,%) bolanda

paylanys dykyzlygyna eye. Y =X? totin ululygynyii matematiki
garagmasyny hasaplamaly.

§22. Iki sany totidn ululyklardan funksiyalar

X we Y totin ululyklaryn miimkin bolan bahalarynyn her bir
jiblitine Z totdn ululygyn bir miimkin bahasy degisli bolsa Z ululygyna
X we Y totin argumentlerden (ululyklardan) funksiya diyip aydyarlar
we Z=¢(X,Y) gorniisde yazyarlar. Eger-de X we Y baglanysyksyz,
diskret totdn ululyklar bolsalar, Z =X +Y funksiyanyn paylanys kanuny
yazmak t¢in iki bilen Z-m &hli miimkin bolan bahalaryny X-m her bir
bahasy bilen Y-in her bir miimkin bolan bahasyny gosmak arkaly alarys.
Sofira bolsa bu gosulan bahalarynn &htimallyklaryny X we Y  totdin
ululyklaryii gosulyan bahalarynyin &dhtimallyklarynyn koépeltmek hasyly
gorniiginde taparys. Eger-de X we Y lzniiksiz totdn ululyklar bolsalar

Z =X +Y totin ululygynn paylanysynyn dykyzlygy g(z)

9(2) = [ (0T (z=x)dx Ja-da  g(2)= [ f1(z-y)f(y)dy

formulalaryn  islendigi ~ bilen  hasaplanyp  biliner. Bu  yerde
fi(x) we f,(y) degisli argumentlerii paylanyslarynyn dykyzlyklarydyr.
Eger-de X we Y baglanysyksyz totdn ululyklar f;(x) we f,(y) paylanys
dykyzlyklary bilen berlen bolsalar (X,Y) t6tin nokadyn kdbir D yaylada
bolmaklygynyii dhtimallygy
P[(X.Y) € D]= Jj () fo(y) dxdy
(D)
denilik bilen hasaplanyandyr.
Mysal 1. Baglanysyksyz, diskret X we Y totdn ululyklar
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X 1 2
P 0,3 0,7
Y 3 7
P 04 0,6

paylanys kanunlary bilen berlen. Z = X +Y totin ululygyn paylanysyny
tapmaly.

Coziilisi. Z = X +Y totdn ululygynn dhli miimkin bahalaryny we
olaryn degisli &htimallyklaryny tapalyn:

2, =1+3=4,2,=14+7=8;23=2+3=5;7, =2+7=9.
P(Z=2)=P(X=1Y =3)=P(X=1)-P(Y =3)=0,3-04=012;
P(Z=2,)=P(X =Y =7)=P(X=1)-P(Y=7)=0,3-0,6=018;
P(Z=123)=P(X=2Y=3)=P(X=2)-P(Y =3)=0,7-0,4=0,28,
P(Z=2,)=P(X=2Y=7)=P(X=2)-P(Y=7)=0,7-0,6=0,42.

Soniky denliklerden gorniisi yaly hasaplamalarda X we Y totin
ululyklaryii baglanysyksyzdyklaryndan peydalanylyandyr. Diymek,

z 4 5 8 9
P 0,12 0,28 0,18 0,42
Barlagy: 0,12+0,28+0,18+0,42=1

Yumuslar

1. Baglanysyksyz, diskret X we Y totéan ululyklar

a)
X 1 2 6
P [ 04 [ 01 | 05
Y 1 2
P 02 08

b)
X 4 5
P 0.7 03

71



Y 1 7
P 02 08

paylanyslara eye bolanlarynda Z =X +Y totdn ululygyn paylanysyny
tapmaly.
X

2. Baglanysyksyz X we Y totin ululyklar f;(x)= %e3 (0< X< +x),

_y
fa(y) :%e 5 (0<y<+ow) paylanys dykyzlyklaryna eye bolanlarynda
Z =X +Y jemin paylanys dykyzlygyny tapyi.

VIII bap. Iki sany totin ululyklaryn sistemasy
§23. Iki olgegli totin ululygyn paylanys kanuny

Iki olcegli totin ululyk diyilip, miimkin bolan bahalary (x,y)
sanlar jubiiti gorniisinde bolan (X,Y) t6tdn ululyga aydylyar. Iki dlcegli
totdn ululygy XOY tekizlikde totdn nokat yaly geometriki diistindirmek
miimkindir. X we Y diiziijilerin birlikde seredilmegi iki totin ululygyi
sistemasyny berydr. Diiziijileri diskret bolan iki Olgegli ululyga diskret,
tizniiksiz bolanlarynda bolsa, iizniiksiz diylip aydylyar. Iki Olgegli totidn
ululygyii miimkin bolan bahalary bilen onun &htimallyklarynyn arasyndaky
degislilige onun &htimallyklarynynn paylanys kanuny diyilydr. Diskret iki
Olcegli totdn ululygyn paylanys kanuny: a) miimkin bolan bahalaryny we
degisli dhtimallyklaryny ozlerinde saklayan iki sany setiri bolan tablisa
gorntisinde; b) analitiki, mysal {¢in, paylanys funksiyasy gorniisinde
berilmegi miimkindir. Iki olcegli totin ululygyn paylanys funksiyasy
F(x,y) diylip her bir (x,y) jibiit igin F(X,y)=P(X <Xx,Y <y) denlik
bilen kesgitlenilydn hakyky bahaly funksiya aydylyar. Bu denlik geometriki
(X,Y) totdn nokadyn depesi (X,y) bolan we ondan ¢epde hem asakda
yerlesen tiikeniksiz kwadranta diismekliginin dhtimallygy yaly diistindirilip
biliner. Paylanys funksiyanyn kabir hasiyetlerini belldp gecelin:

1. Islendik (x,y) t¢in 0<F(x,y)<1.
2. F(x,y) her bir argumenti boyunga kemelmeyéan funksiyadyr:
F(xo,¥)>F(X.,Y), eger-de x, >x bolanda;
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F(x,¥,)>F(x,y,), eger-de x,>x, bolanda.
3. F(—o0,y) =0; F(x,—0) =0; F(—o0,—00) =0; F(o0,00) =1.
4. y=+oobolanda (X,Y) sistemanyn paylanys funksiyasy dine X-ii
paylanys funksiyasyna, eger-de X =+oo bolaysa, onda dine Y -in paylanys
funksiyasyna owriilyar:
F(x,400) = Ry (X); F (+90,) = F>(y).
5. P(x <X <Xp,y1 <Y <Y,)=
o =[FOe ) = F O, v2) - [F O, y1) = F (0, W)
Uznikksiz ki Olgegli  totdin  ululygyn  dhtimallyklarynyn
paylanysynyii dykyzlygy paylanys funksiyasyndan alynan ikinji gatysyk

2
f(x,y) =%ax>;y) oniim gorniisinde kesgitlenilydr. Seylelikde,
X
y X
F(xy)=1 [f(x y)dxdy  P[(X,Y)eD]= || f(x y)dxdy

—00—00 (D)
gatnasyklar dogrudyr. Seyle hem,
1) f(x,y)=0;

+00 400
2) | [f(x y)ydxdy=1
hésiyetler yerine yetyandirler.
Mysal. Iki 6lgegli diskret t6tan ululyk

Y X

3 10 12
4 017 0,13 0,25
5 0,10 0,30 0,05

paylanysa eye. X we Y diiziijilerin paylanys kanunlaryny tapmaly.
Corziiligi. Sttiinler boyunca dhtimallyklary jemldp, X-it miimkin
bahalarynyil dhtimallyklaryny alarys:
P(X =3)=0,27; P(X =10)=0,43; P(X =12)=0,3.
Diymek,

X 3 10 12
P 027 | 043 0,3

Edil suna menzeslikde, yone setirler boyunga dhtimallyklary gosup,
Y- paylanysyny taparys:
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Y 4 )
P 0,55 0,45

Yumuslar
1. Iki dlgegli diskret totén ululygyn paylanysy

Y X

26 30 41 50
23 0,05 0,12 0,08 0,04
2,7 0,09 03 0,11 0,21
tablisa bilen berlen. Diizijilerin paylanysyny tapyn.

2. Eger-de

F(X,y):{1

0, x<0 vya-da y<O0 bolanda,
-27%-2Y427Y x>0, y=0 bolanda

paylanys  funksiyasy  berlen  bolsa (X,Y) totdin  nokadyn
x=1,x=2,y=3 y=5 goniler bilen ¢éklenen goniibur¢lyga diismeginin
dhtimallygyny hasaplamaly.
3. Eger-de

0, x<0 vya—da y<O bolanda,

F(x,y)=

) {(— ‘4XX1 e‘zy) x>0 hem-de y>0 bolanda
paylanys funksiyasy berlen bolsa (X,Y) sistemanyn &htimallyklarynyn
dykyzlygyny tapmaly.

§24. Iki sany totin ululyklaryn iizniiksiz sistemasynyn san
hisiyetlendirijileri
(X,Y) sistemanyn dizijilerinin paylanys dykyzlyklary belli
bolanda, olaryn matematiki garasmasy we dispersiyasy

M(X)= | x09dx= | [xt (x y)dxay;

M(Y)= I yf, (y)dy = 7! I yf (x, y)dxdy;
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D(X) = +fo[x— M (X)F f,(x)dx = TT[X— M (X)F f (x, y)dxdy;

—00 —00 —00

D)= ] [y=MM)PHdy=] | [y-MY)E(x y)dxdy

—00 —00

denliklere gord hasaplanyarlar.
Vs =M[x kv

s =M{X -MOOKY -MNF |
denlikler bilen (X,Y) sistemanyn (k+s)-nji tertipdiki baslangyc we
merkezi momentleri hasaplanyarlar.

ty y =M{X =MX)][Y =M (Y)]} deilik bilen kesgitlenyin (1+1)
tertipdiki merkezi momente korrelyasion moment, ry, = uyy /oy Oy
gatnagyga bolsa korrelyasiya koeffisiyenti diyilip aydylyar. Korrelyasiya
koeffisiyenti Olgegsiz ululyk bolup,

rXY| <1 gatnagygy kanagatlandyryar.
Ol X we Y  ululyklaryin arasyndaky ¢yzykly baglylygyn derejesini
anladyandyr. Korrelyasiya koeffisiyenti absolyut ululygy boyunca bire nédge
yakyn bolsa, ¢yzykly baglanysyk songa giiycli tersine 0-a yakyn
boldugyca, ol songa gowsak bolyandyr.

Korrelyasion moment noldan tapawutly bolsa, X we Y
ululyklaryna korrelyasiyalasyan, tersine yagdayda bolsa

......

Yumuslar

0, x<0 vya—da y<O bolanda,
f(xy)= —(x2+ 2)
3exye Y x>0 we y>0 bolanda

denlikler bilen (X,Y) sistemanyn paylanysynyn dykyzlygy berlen.
Diizijjilerim matematiki garagsmasyny we dispersiyasyny tapmaly.
2. XweY totin ululyklar Y =aX-+b gorniisde  baglanysykly.

Korrelyasiya koeffiyentinin absolyut ululygy boyunca bire dendigini subut
edin.
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§25. Hisiyetlendiriji funksiyalar, olaryi yonekey hésiyetleri.

Totdn ululyklaryn owrenilmeginde olaryn san hasiyetlendirijileri bolan
matematiki garasmanyn dispersiyanyn dhmiyeti orna eyediklerini,
sunlukda  olaryn additiwlik hésiyetlerinii = onayly — miimkingilikleri
doéredyandiklerini géz oniinde tutmak bilen totdn ululyklaryn basga-da bar
bolan hisiyetlendirijilerini  kesgitltmek hem-de tapmak barada umumy
meselinin  goyulmagy we Owrenilmegi tebigydyr. Totdn ululyklaryi
hésiyetlendirjjilerinin arasyna,matematik garasmadan hem-de dispersiyadan
tapawutlulukda,ugdantutma &hh t6tdn ululyklar iigin kesgitli tikkenikli baha
eye bolyanlarynyn has-da d&hmiyetli boljakdyklaryny bellemek gerek.

Bu meselinin c¢ozilisi totdn ululygynn hasiyetlendiriji funksiyasy
diisiinjesininn girizilmeginden duryar.

Kesgitleme & totin ululygyn hésiyetlendiriji funksiyasy diylip &hli t-
hakyky nokatlardaky bahalary

f(t) = Me'™ = M{costé +1isin t&)
denlige goré kesgitlenilydin kompleks bahaly f(t) funksiyasyna aydylyar.

Hasiyetlendiriji funksiyanyn kesgitlemesinddki matematiki garagmanyn
barlygy bolsa e funksiyanyf iizniiksizliginden hem-de onufi |E'i“"| =1
¢éklenenliginden gelip ¢ykyandyr.

Hasiyetlendiriji funksiyalaryn indiki yonekey hésiyetlerini bellip gecelin.

1) f(0)=1 hem-de #hli -co<t<too nokatlarda |f(t)| =1 demnsizlik
adalatlydyr;

2) f(-)=F(t};

3) f(t)- hasiyetlendiriji funksiya biitin sanlar okunda denolgegli
¢éaklenendir.

Bu hiésiyetlerin ilkinji ikisi hésiyetlendiriji funksiyanyn kesgitlemesinden
ansatlyk bilen alynyandyrlar: X

FlO)=Me*®™ =M.1=1;
F(—t) = Me % = M(costf —isintf) = M costf — iM sint& =
= M costf + 1M sintf = f(t)

Getirlen hasiyetlerin tictinjisini adalatlydygy indiki densizlikden alynar.
Goy A>0 san yeterlik uly bolup, f(t) hésiyetlendiriji funksiya degishi F(x)-
paylanys funksiyasy ii¢cin

F(A)—-F(-A)=1—¢
denisizlik berlen €>0 san bilen yerine yetyin bolsun.
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Sanlar okunyn islendik t; we t, nokatlarynda

-+ 02

lfF(ty) — Fle)l = J |E.:':'-__1.' _ E':r”'|n’F(x:|

— oo
T oo

— J |E_:'A--:r,_—::.'- — l|al'l:| (x) =

- J |et=lee=ta) _ 1] dF (x) +
A,

N J ettt 1|dF (x) +

_J |et<(emt2) — 1|dF(x) =
A'?

_ J |e=(emt) — 1|dF (x) + 2P(|&] = A)
—A

gatnagygyn alynyanlygyndan, sona gord-de ilki A-ny uly saylamagyn
hasabyna

£
EEI:lE::l = _4) = 5

edilip bilinjekliginden, sofira bolsa, bu A sany iiytgetmezden & = d(<)
sany
lt; — ¢, = &(2) bolanda

el —e g
|,|_:-* WEaThg —l| = —

gatnasyk yerine yeter yaly saylamak bilen
A

e £
J |E"'U‘“-_‘:'I _ l|dlc'(1-:| = —
2
.y
densizligi alyp |t; —t;] < (=) bolan nokatlar ti¢in
|f(t) — flta)l = ¢
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bolyandygy alynar.
4) &6~ baglansyksyz totdn ululyklar tgin olaryn &;+&, jeminii
hésiyetlendiriji funksiyasy gosuljylaryn hisiyetlendiriji
funksiyalarynyn kopeltmek hasylyna dendir.

Hususan, S=£;+&,+...+& jemin her bir &, gosuljysy 0ziinden onde gelyan
gosuliylaryn & +&,+...+&; jemi bilen baglansyksyz bolsa,onda S jemin
héasiyetlendirji  funksiyasy  gosuljylaryn  hdsiyetlendirji  funksiyalarnyn
kopeltmek hasylyna dendir.

Hakykatdan hem, fz, (t). fz_(£). fz .z (£)-degislikde &1.6,,8.+E, tOtin
ululyklaryn hésiyetlendirji funksiyalary bolsalar
frep, (8) = Meft¥R) = pp(ehe . oith ) = pettds . prefth: =

= fr, (1) - f (1)
denlik adalatlydyr.
5) Hasiyetlendiriji ~ funksiyanyn ~ modulynyn =~ kwadraty =~ hem
hésiyetlendiriji funksiyadyr.

Hakykatdan hem, & we 1 baglansyksyz hem-de birmetizes paylanan t6tin
ululyklar bolsalar, olaryn &-n tapawudynyn hésiyetlendiriji funksiyasy
fey(t), kesgitlemd gora

fry () = Me®U¥0) = Me' . Me™™ = () - f7 (1) = fE(r)F

Mysal-1: & t6tin ululygy matematiki garasmasy a we dispersiyasy 5> bolan
normal paylanysa eye bolanda, onun hésiyetlendirijisi funksiyasy

i 2
LT

flt) = J ef**'%e 287 dx

T
denilige gord hasaplanyar.
r—a

—itd (x—a={8z+itd™)

ornuna govma f(t)-ni

- 1 =t
f=e2 . — J e T d:
V2T

—oo+ itd

gorniise getirer. Yone islendik a-hakyky san bilen
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bolyandygyna gord,
=2

alynar.
Mysal-2: & titon ululygy otrisatel bolmadyk bitin san bahalary

1k

A .
P(&=k) =——e ", k=0,12,..(4 = 0 hemiselik)
- k!

ahtlmallyklar bilen kabul edyin bolsa onun has1yetlend1r1Jl funksiyasy

A

f(t) =Z el . P(F=k) =Z itk "‘“{;’! — E_-K_Z (m-;!)" _

k=0 k=0 k=0
— E'_'} . E'.}.b:- — E.}.lb.-_i
bolar.
Bu yagdayda,
_l'l"fE = }-__, DE = .;I'.

bolyandyklaryny ansatlak bilen tapyp bolar.
Mysal-3: & ululygy her birinde A wakanyn yiize ¢ykmagy p bolan n sany
baglansyksyz synaglarda A wakanyn yiize ¢ykmagynyn sany bolsun.
& totdn ululygy her biri dine iki sany 0 ya-da 1 bahalary degislilikde g=1-
p, p dhtimallyklar bilen kabul edyidn n sany baglansyksyz tétin
ululyklaryin jemi gomusmde anlatmak miimkindir:
=8+ + 18
bu yerde & totén ululygy k-njy synagda A wakanyn yiize ¢ykandygyna ya-
da ¢ykmandygyna baglylykda 1 ya-da O bahalary kabul edyidndir. & totdn
ululygynyii hésiyetlendirjji funksiyasy
kaf) — _Inlrfe:':'?;;l. — E,:':'-E- .q+ e'.l:-‘l p=q-+ I:“_:,:':'
bolandygyna goré hisiyetlendiriji funksiyalaryn hédsiyetinden

fl) = nfk(r) = (g + pe')”

& totan ululygyn hésiyetlendiriji funksiyasydygyny alarys.
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Owriilme formulasy.
Owriilme formulasy diylip atlandyrylyan indiki tassyklamany getireliii.
Teorema: Goy f(t) we F(x) - & totdn ululygyn degislilikde hésiyetlendiriji
hem-de paylanys funksiyalary bolsun. Onda F(X) paylanys funksiyasynyn
her bir {izniiksizlik nokatlarynda

c

F(x,) —F(x,) = iclim J g - g ity Foydt

=400

-c

predel gatnasyk adalatlydyr.
esasyny beryin indiki tassyklama gelip ¢ykyar.
Teorema: Paylanys funksiyasy Oziinini hasiyetlendiriji funksiyasy bilen
yeke-tik kesgitlenyar.

Munun seyledigini almak ti¢cin 6wriilme formulasynyn tassyklamasynda
F(x) paylanys funksiyasynyn her bir X tizniiksizlk nokadynda

c

Fo) = — tim lim [ £y
0= lm lm [ S f()dr

gatnasygyn alynyanlygy afiladyar. Bu yerde y boyunga predel F(y) paylanys
funksiyasynyn iizniiksizlik nokatlarnyn kopliigi boyunca alynyar.
Soiiky teoremanyn ulanylyslarynyn kibir mysallaryna garalyi.

Mysal-1: Normal paylanysly &; we &, baglansyksyz totén ululyklaryn &;+&,
jemi hem normal paylanysa eyedir.

Hakykatdan hem, eger M¢&=a,,; D& =4 1 Mé&=a,; D&=0 bolsalar, onda
&1 we &, totidn ululyklaryn hdsiyetlendiriji funksiyalary, degislilikde

oy il
Jﬂ(rj:f“cf_‘ : , JF:EI':]:EFLE:L :

bolarlar. Onda, hésiyetlendiriji funksiyalaryn hésiyetinden, &;+&, jemin
hasiyetlendiriji funksiyasy

£ = 1(8) - fue) = &*(o7m (010
bolar. Ol matematiki garasmasy a;+a, , dispersiyasy bolsa 1 + 87 bolar,
normal  paylanysly t6tin  ululygynn  hisiyetlendiriji  funksiyasydyr.
Seylelikde, yeke-tiklik teoremasyna gord, &;+&, jemiit normal paylanys
kanunyna eyedigi hakynda netijé geleris.

Aslynda, ters tassyklamanyi-da, yagny iki sany baglangyksyz totin
ululyklaryii jemi norma paylanysa eye bolanda gosuljylaryn her birinit hem
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normal paylanysly totdn ululyklar bolyandygyny G.Kramer tarapyndan
gorkezilendigini belldp gegmek gerek.

Mysal-2: Baglansyksyz & we &, totin ululyklar dife otrisatel bolmadyk
bitin san bahalaryny

P&, =k) = ., k=012,..

dhtimallyklar bilen kabul edyin b(;lsunlar. Onda &;weé&, totin ululyklaryn
hésiyetlendiriji funksiyalary, degislilikde _

fi(t) =Y hem—de f(t) =e’ls U
bolup &;+&, jemint hésiyetlendiriji funksiyasy

F(2) = () - fale) = W) =D
bolyar. Bu yagdayda, yeke-tdklik teoremasyna gord, &;+&, jemin A;+A;
parametrli Puasson paylanysly totdn ululykdygyny alarys:

I -'{E._':/I-'__/.-:..'
P+ g =1 = -L
Ters tassyklama-da adalatlydyr(A.Raykow): Eger baglansyksyz totidn
ululyklaryin jemi Puasson kanuny bilen paylanan bolsa, onda jemin her bir
gosuljysy hem Puasson paylanysly totdn ululykdyr.
Dordiinji boliim
Mate matiki statistika
Statis tiki derniewler
1. Statis tiki gorkezijileri yygnamak we ayyl-sayyl etmek
Diirli jemgyyetcilk hem-de durmusy ykdysady meselelerni, seyle hem

bolup gecyin kibir tebigy prosessleri 6wrenmek mak—sady bilen yorite
statistiki dernewler gegirilydr. Her bir statistiki dernew 6wrenilydn hadysa
ya-da prosess hakynda maksadalayyk gorkezijileri, informasiyalary
yygnamakdan baglanyar. Isin su bolegi statistiki gozegcilik basgancagy
diylip atlandyrylyar.

Statistiki gozeggilk netijesinde alynan gorkezijileri umumy—lagdyrmak
hem-de tertiplesdirmek maksady bilen ilki olary, kabir
nysana gord, ayyl-sayyl edip boleklere bolyirler.

Indiki mysala garalyi. 8-nji synp okuwc¢ylarynyil matematika dersini

Ozlesdirislerini kesgitlemek maksady bilen 7 sany yumus—dan duryan test
diiziipdirler. Okuwgylaryn yerine yetiren islerini barlamak bilen, mugallym

; k=012, ..
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bar bolan 25 okuwg¢ynyn her birinitt dogry jogaplarnyn sanyny anyklapdyr.
Netijede sanlaryn
4,56,4,3,57,5,1,0,4,56,7,5,4,2,4,3,1,3,5/4,7,6 hatary
alynan. Bu hatary derfiemek {i¢in, onuii sanlaryny kemel-meyan gorniisde
yerlesdirmek bilen, tertiplesdirelenn: 0, 1,1,2,3,3,3,4,4,4,4,4,4,5,5,
55,556,6,6,7,7,7.

Alynan bu gorkezijileri yokarky setirinde dogry jogaplaryn
sanlarny, asaky setirinde bolsa, ol sanlaryn hatardaky yygylyklaryny,
vagny gaytalanyslarny yazmak bilen iki sany setirleri bolan indiki tablisa
gorniisinde anladalyn:

Dogry jogaplaryn 0|1|2|3(4|5(|6]|7
sany
Yygylygy 1{2(1(3]|6]|6]3]3

Seyle usulda alynyan tablisa yygylyklar tablisasy diylip atlandyrylyar.

Bu mysaldaky yygylyklar tablisasynyi asaky setirindiki yygy—lyklaryn
jemi 25-e, yagny barlanylan islerin sanyna dendir.

Aslynda, gozeggilik netijeleri yygylyklar tablisasy gorniisinde
anladylanda, yygylyklaryn jemi gorkezijilerii sanyna deti bolmalydyr.

Statistiki derfiew gecirilende gorkezijiler yygnalyp, olar
ayyl-sayyl edilenden son, olary umumylasdyryjy gorkezijileri
owrenmeklige baslayarlar. Sunlukda orta arifmetiki ululyk, moda, mediana,
gerim yaly statistiki hdsiyetlendirijiler seyle gorkezi—jilerin yonekeyleridir.

Yokardaky mysaldaky gozeggiligiti netijelerini éwrenelifi. Orta arifmetigi
tapmak {i¢in dogry jogaplaryn umumy sanyny okuwgylaryn sanyna, yagny
25-¢ boleris:

0-1+1-2+2-1+3-3+4-6+5-6+6-3+7-3 106
25 25
Diymek, okuwgylar ortaga 4,24 sany yumuslara dogry jogap beripdirler. Bu
diyildigi, olaryn ortaga yumuslaryn 0,6 bolegine dogry jogap berendiklerini
gorkezyar.

Okuwgylaryn arasynda yumuslaryn dhlisine (7-sine-de) dogry jogap
berenleri-de, birine-de dogry jogap berménleri-de bar. Onda 7-0=7 bolup,
gorkezijiler hatarynyn gerimi 7-4 dendir. Seylelikde, berlen dogry
jogaplaryn i uly we i ki¢i sanlarynyi tapawudy 7 bolup, ol ki¢i dal,
uludyr. Seyle-de tablisadan gorniisi yaly, dogry jogaplaryn sanlarynyi

=424
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arasynda 4 we 5 sanlar kop gabat gelydrler. Sona goré-de hataryn modasy
ikidir: 4 we 5 sanlar, olaryn her biri hatarda 6 gezek gelyar.

Hatarda 25 sany sanlar bolandygyna gord, onun medianasy
degisli tertiplesdirilen hataryn 13-nji sanydyr: ol 4 bolar.

Kéhalatlarda yokarda getirlen yygylyklar tablisasyndan tapawutlylykda
netijelerini deriiemége peydalanyarlar. Ol yygylyklar tablisasyndan ditie
asaky setirinde yygylyklary yazman, olaryil ornuna gorkezijilerin
yygylyklarynyn gorkezijilerin umumy sanyna bolan gatnasyklarynyn
vazylmagy bilen tapawutlanyandyr. Sol prosentlerde anladylyan
gatnasyklar bolsa, otnositel yygylyklar diylip atlandyrylyar.

Bizin yokardaky mysalymyzda gorkezijilerin umumy sany 25 bolar: 25
okuwcynyn her biri ligin testi yerne yetirisi barada bir gorkeziji alynyar.

Dogry jogaplaryin sany 011|123 | 41|65 6 7
Otnosttel yygylyk, % 4 841212424 12 | 12

Tablisanyn asaky setirinddki otnositel yygylyklaryn jeminin 100%
bolmalydygy diisniiklidir.

Eger-de hatar gaytalanyslary seyrek bolan kopsanly gorkezijilerden duryan
bolsa, onda yygylyklar tablisasy, sonun yaly-da otnositel yygylyklar
tablisasy tagasyksyz uly bolyar. Seyle yagdaylarda gézeggilik netijesinin
dertiewi ticin inte rwallar hataryny guryarlar. Munyn {i¢in hataryn in uly
we in ki¢i bahalarnyn arasyndaky tapawudy birndge den boleklere bolyarler
we alnan ululygy tegelekldp interwalyil uzynlygyny tapyarlar. Birinji
interwalyn baslangyjy deregine ya i ki¢i gorkeziji, ya-da ondan uly
bolmadyk i yakyn bitin sany alyarlar. Her bir interwala diisyian
gorkezijilerin  sanyny ya-da olaryn prosentlerde anladylyan gorkezijilerin
umumy sanyna bolan gatnagygyny gorkezyérler. Sunlukda her bir
mterwalyn ¢égi indiki interwala degisli diyip hasap edilyér: interwalyi
caklerini gorkezydn sanlaryn birinjisi sol interwala degisli, ikinjisi bolsa
indiki interwala degislidir.

Indiki mysala garalyii. Alynan 100 sany elektrolampalarynyn sagatlarda
hasaplanan is dowamlyklaryny owrenmekgi bolup, hasabat yoredipdirler.
Bu gozegeiligin netijeleri asaky tablisany beripdir.
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Is dowamlygy, sagat Yygylygy

100 sagatdan az 3
100 — 200 8
200 — 300 8
300 — 400 10
400 — 500 10
500 — 600 11
600 — 700 15
700 — 800 13
800 — 900 11
900 — 1000 7
1000 — 1100 3
1100 — 1200 1

Elektrolampalaryni ortaga is dowamlygyny tapmak ti¢in, bu tablisanyn her
bir interwalyny onun orta nokady bilen ¢alsyryp, asakdaky yygylyklar

tablisasyny diizyaris:

Is dowamlygy, sagat Yygylygy

50 3
150 8
250 8
350 10
450 10
550 11
650 15
750 13
850 11
950 7
1050 3
1150 1

Alynan bu hataryn orta arifmetigi

(50-3+150-8+250-8+350-10+450-10+550-11+650-15+750-13+
+850-11+950-7+1050-3+1150-1) :100=(150+1200+2000+3500+
+4500+6050+9750+9750+9350+6650+3150+1150) :100=

=57200:100=572.
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Seylelikde biz elektrolampalaryii ortaga is dowamlygynyin 572 sagat
bolmagy hakynda netije alarys.

Yokarda garalan mysallaryn ilkinjisinde 25 sany 8-nji synp okuwcylarnyi
matematika dersinden tayyarlyklaryny barlamak ii¢in test yumuslaryny
yerine yetirigleri 6wrenilipdi. Sol barlag mekdebin, ya-da bolmasa, séherii
mekdeplerinin 8-nji synp okuwgylarynyn dhlisi ti¢in hem gegirilmegi
miimkindir. Y6ne, kopgiilikleyin derfiewleriti islendiginifi, belli bir
derejede, uly ¢ykdajylary hem-de guramagylyk bilen baglanysykly
meselelerin ¢oziilmeklerini talap edyéndigi bellidir. Mysal ii¢in, ilat
yazuwy, pasport calysmak we basga-da s.m. diirli resminamalary tayyar—
lamak yaly meseleler ¢6ziilmeklerini talap edyérler. Seyle yagday-lar-da
ucdantutma dernewi gegirmegin agyr diisydndigini gdz 6niinde tutmak bilen
saylama deriiewi gegiryérlerler. Saylama derfiewinde éwrenilydn bas
toplum diylip atlandyrylyan &hli gérkezijiler toplumyndan onun saylama
saylama toplumy Owrenilydn bas toplumyna hésiyetli ayratynlyklaryn
dhlisini 6ziinde saklayan bolmalydyr. Seyle hisiyetli saylama toplumyna
re pre ze ntatiw ya-da weKilgilikli diylip aydylyar.

Yigrimi bis miifi sany saylawgylary bolan okrugda ii¢ sany bésdesiii
saylawda haysy birinin  yenmekliginin miimkingadar—lygyny barlamakgy
bolup miin sany saylawgylardan kime ses bermekgidikleri hakynda pikir
sorama gecirilydn bolsun. Sunlukda saylanyp alynan miin sany saylawgylar
toplumy reprezentatiw bolmalydyr: olaryn arasynda yas hem, yasuly hem,
erkek hem, ayal hem, pensionerler hem, diirli durmusy sertleri we bilimleri
bolan adamlar bolmalydyrlar. Tersine yagdayda, statistiki dernewin
ndadogry netijelere alyp gelmegi miimkindir.

Seyle-de ugdan tutma dernewin dwrenilyén obyektleri ya
zayalayan, ya-da olaryi yok bolmagyna alyp gelyin
yagdaylarynda hem saylama dernewinden peydalanyarlar. Mysal ii¢in,
zawodyn ondiiren dhli elektrolampalarynyn bozulman iglemeklerinin
dowamlyklary éwrenilmekgi bolsa, elektrolampalary ugdantutma
owrenmek miimkin dildir, sebdbi seyle jihtden i tutmak olaryn dhlisinin
zayalanmagyna alyp geler: olary ti kdyyancd yakmaly bolar.

Mysallar
1. Saherin dhli mekdeplerinin 9-njy synp okuwgylaryna algebra—dan barlag
isli hokmiinde 7 sany yumuslardan duryan test hodiirle-nipdir. Sdher Bilim
miidirligi barlag isiniii jemi boyunga dogry jogaplaryin hem-de olaryn
eyelerinin sanlary boyunca indiki tablisany alypdyr
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Dogry jogaplaryn Okuwgeylaryn sany
sany

0
19
21
73

137
321
229
102

~| O] O B Wl N~ O

Bu tablisa gord, 1% takyklygynda kesgitlenen otnositel yygylyklaryn
tablisasyny diizmeli.

2. Tokarlaryn basisi hem c¢alsyk dowamynda sol bir detaly tayyarlapdyrlar.
Olaryn yasan detallarnyii sany boyunca indiki tablisa alnypdyr.

Tokarlar 1 2 3 4 5
Yasalan detallaryn 13 22 | 18 24 25
sany

Bu tablisa gord, 1% takyklygynda kesgitlenen otnositel

yygylyklaryn tablisasyny diizmeli.

3. 50 sany okuwgylaryn tiirkmen dilinden yazan islerini barlamak bilen
olaryn islerinde bar bolan orfografiki yaliyslary hasaba almak bilen alnan
maglumatlary yygylyklaryn indiki tablisasy gorniisinde aiiladypdyrlar:

Yaliyslar | O 1| 2 | 3 [4 (|56 |7
sany

Yygylygy | 3|4 (11|13 |9|6]| 2| 2

Goyberilen yaliyslaryn sanlarynyn i uly tapawudy nid¢e? Bu okuwcylar
icin yaliiyslar sanynyn haysysy mahsus? Bu sowallara jogap bermek {i¢in
statistiki hdsiyetlendirjilerin  haysylaryny peydalanandygyiyzy aydym.

4. Telekeci hodiirlenen 6niimiit hilini kesgitlemekei bolup, olaryn
ilysmeginden 100 sany gutyny alyp, olaryn her birinii i¢inddki kemisli
Oniimlerin sanyny hasaba almak bilen indiki tablisany doldurypdyr:
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Kemisli 0] 1 2 3 14]|5]6
Oniimler sany
Gutylarsany |15 29 (27 [ 19 | 7 | 2 |1

Gorkezijiler hatarynyn orta arifmetigini, gerimini hem-de modasyny
tapmaly. Bu statistiki hésiyetlendirjjilerin amaly manylaryny diistindirin.

5. Turistik syyahata gatnasyanlary yaslary boyunga hisiyetlen—dirmek bilen
indiki tablisa diiziilen (yas interwallarnyn her bir

cégi 6ziinden son gelyin interwala degislidir)

Yasy, yyl 18- | 22- 26-30 30-34 34-38
hasabynda 22 26
Syyahatgylar sany 45 37 10 6 2

Her bir interwaly ony yarpa bolydn nokady bilen ¢alsyryp, syyahatcylaryn
orta yasyny tapmaly.

Statistiki maglumatlary suratlandyrmak

Statistiki dernew netijesinde alnan gorkezijileri suratlandyrmak {i¢in olary
sekillendirménin diirli usullary giden ulanylyar.

Gorkezijiler hataryny suratlandyrmagyn belli usullarynyii biri hem
stitiinlerdiki diagrammany gurmakdyr.

Gorkezijilerin wagta goré iiytgeyis depginini ya-da statistiki dernew
netijesinde alan gorkezijlerin paylanysyny sekillendir—mekgi
bolanlarynda siitiinlerdiki diagrammadan peydalanyarlar.

Mysal ticin, masgalanyi yylyit dowamynda har¢ eden elektroenergiyasy,
5 kwt/sag takyklygynda, indiki tablisa bilen berlen bolsun.

Ay | I HE IV V[V VI X X | X Xl

Harglanan | 120 [ 105 [ 105 | 90 | 90 | 85 | 85 15 80 | 90 | 95 100
elektro—
energiya,
kwt/sag

Bu tablisa degisli siitiinlerddki diagramma 12 sany géniiburgluklardan
durmak bilen, olar erkin saylanan, birmetizes esasly bolup biri-birinden
dendaslykda yerlesendirler. Sunlukda her bir goniibur¢lugyn beyikligi,
saylanan masstaba gori, berlen aydaky har¢lanan elektroenergiyanyn
mukdaryna dendir. Seylelikde asakdaky sekile eye bolarys:
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, kwt/sag
S S

[=}

o
(=)

N
o

N
o

Har¢lanan elektro energiya

5

v Vv VI VIl VIlII IX X Xl Xl

1-nji surat

A

Eger—de statistiki deriiewde alnan gorkezijilerin birmenizeslerini
toplagdyrmak bilen ayyl-sayyl edilip, her toparyn degisli yygylygy
(otnositel yygylygy) anyklanan bolsa, onda her bir topar siitlinlerddki
diagrammada beyikligi, saylanan masstaba gora, degisli yygylyga
(otnositel yygylygy) den bolan goniiburclyk yaly sekillendirilyar.

Goy 8—nji synpyil 25 sany okuwgysynyn 6 sany yumuslardan duryan test
boyunga barlag isleriniii netijeleri indiki tablisa gorniisde afladylan bolsun.

Dogry jogaplaryi 0| 1|2 314516
sany
Yygylygy 111358 ]5]2

Degisli siitiinlerdiki diagramma her siitiinin beyikligi, saylanan masstaba
gord, gorkezijiler hataryndaky dogry jogaplaryn berlen sanynyn gaytalanys
yygylygyna den bolup, asakdaky yaly anladylar:
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Yygylyk

P NDw P OO N

[ |1
0 1

2 3

4

5 6  Dogry jogaplar

2-nji surat

Krossa gatnagyan ylgayjylaryin aralygy gecen wagtlaryna goré, 0,1 sagat
takyklygynda, otnositel yygylyklaryii indiki tablisasy alnan:

Wagt, sagat Otnositel
yygylyk, %
04 9
05 14
0,6 37
0,7 29
08 11

Bu tablisa degisli bolan siitiinlerddki diagramma indiki sekile eye bolar:

w b
o O

N
(=}

[E
o

Otnositel yygylyk, %

04

0,5

0,6

0,7

08 Wagt, sagat

3-nji surat
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Owreniliyin gorkezijlerii kopliiginiti toparlarynyii arasyndaky
gatnasyklary suratlandyrmak ti¢in tegeleklerdéki diagramma—lardan
peydalanmak onaylydyr.

Eger—de statistiki deriiewiil netijesi otnositel yygylyklar tablisasy bilen
berlen bolsa, onda tegelekdiki diagrammany gurmak {i¢cin tegelegi
gorkezijilerin  her bir toparynyi otnositel yygylygyna proporsional bolan
merkezi burclara eye sektorlara bolyarler.

Yokardaky krossa gatnasyjylaryfi aralygy gegmége sarp eden wagtlaryna
gord ylgayjylaryin paylansynyn tegelekdéki diagrammasyny guralym.
360°:100=3,6° bolyandygyna goré bir prosente 3,6°—a deii merkezi burg
degisli bolar. Sona gord—de her bir topar ticin degisli merkezi burgy taparys:

3,6°:9=324°
3,6°:14=50,4°
3,6°-37=133,2°
3,6°-29=104,4°
3,6°-8=28,8°
Tegelegi tapylan bu merkezi burclary bolan sektorlara bolekldp, indiki
suratdaky, tegelekddki diagrammany alarys:

4-nji surat

Eger—de statistiki derfiewin netijesi yygylyklar tablisasy bilen berlen bolsa,
onda ilki bilen otnositel yygylyklar tablisasyna ge¢ip soiira tegelekdéki
digrammany gurmak onaylydyr.

Seyle hem, tegelekdiki diagrammany owrenilyan gorkezijler kopligi az
sanly toparlara boleklenyan yagdayynda synlamak bilen kopliige baha
bermége miimkingilik beryidndigini bellip gecelin. Tersine yagdayda
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tegelekde biri-beylekisinden, gordyméige tapawutlanmayan kopsanly
sektorlar saklanyp,
olara degisli toparlara diagramma garap baha bermek kynlagyar.

Statistiki gorkezijilerin wagta gora tiytgeyis depginini kopleng poligon
yardamynda sekillendiryirler. Poligony gurmak {icin koordinatalar
tekizliginde abssissalary wagt pursatlary, ordinata—lary bolsa olara degisli
statistiki gorkezijiler bolan nokatlary alyp, ol nokatlary yzygiderlikde
kesimler bilen birlesdirip poligon diyip atlandyrylyan dowik ¢cyzygy
alyarlar

aylardaky mukdarlary indiki tablisada berilyér:

Ay VIE | VIHE [ IX | X[ X | X
Uwelip 31 {32 |31 (28 |31 |32
cykarylan

un, miin

tonna

2008-nji yylyn ikinji yarymynda un kombinatynda un {iwelme—ginin
yagdayyny sekillendirydn poligon indiki 5—nji surat gornii—sinde alnar:

Q ___________________________
= Il HE S . !
2 A R
S
e8! A S R S B
Bog ! T A
— s | | | | | |
é ) A
o8 ¢ b A
Vil Vi I X X Xl
5-nji surat

Statistiki derniew netijesinde alnan gorkezijilerin paylanysyny
suratlandyrmak ticin hem poligonlar ulanylyarlar.

Eger—de statistiki derfiew netijesinde alnan gorkezijiler yygylyklar ya—da
otnositel yygylyklar tablisasy gorniisinde berlen bolsalar, onda poligon
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gurmak ii¢in abssissalary statistiki gorkezijiler, ordinatalary bolsa olara
degisli yygylyklar ya—da otnositel yygylyklar bolan nokatlary gurup, olary
yzygiderli yagdayda kesimler bilen birlesdiryarler.

Algebradan barlag isini 50 sany okuwcy yerne yetirip, barlagyn netijesi
okuwgylarym alan bahalaryna gord ayyl-sayyl edip toplanyp indiki
yygylyklar tablisasy bilen berlen:

Bahalar 1123 |4 5
Yygylyklar 012 |23]|]19 |6

Koordinatalar tekizliginde A(1;0), B(2;2), C(3;23), D(4;19), E(5;6)
nokatlar gurup olary yzygiderlikde kesimler bilen birles—dirip barlag isinii
bahalarynyn paylangynyi poligonyny alarys:

25'_' ________________ c

o0 s 4 _____ :D

15 -

107 -

F SERhhhhly tb ----- ----- v F

___________ B ! ! i
A I
+— 2 3 4 5 Bah

6-njy surat

Gorkezijilerin interwallarda berlen hatarny gistogramma arkaly
sekillendiryérler.Gistogramma seplesen goniiburcluklardan duryan
basgancak sekildir. Her bir géniiburclugynn esasy interwalyn uzynlygyna,
beyikligi bolsa degisli yygylyga ya—da otnositel yygylyga dendir.
Seylelikde gistogrammada siitiinlerdiki diagrammadan tapawutlylykda
goniiburcluklaryin esaslary erkin alynman interwalynyn uzynlygy bilen
takyk kesgitlenyéndirler.

Eger—de sehin iscilerinii yaslary boyunca paylanyslary
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Yasy | 1823 | 23-28 | 28633 | 3338 | 3843
Vygylyk 12 16 24 37 11

tablisa bilen berilydn bolsa, onda sol paylanysyn gistogrammasyny gursak,
ol indiki sekilde bolar.

|

7-nji surat

Bu sekilddki géniiburgluklaryn beyiklikleriniin jemi deriielydn kopliigin
elementlerinii umumy sanydyr, yagny sehde isleyén is¢ileriit sanyna
dendir.
Mysallar:
1. Dayhan birlesiginin miweli bag ekilen yerlernin 52%-ini tiziim, 18%-ini
alma, 11%-ini erik, 10%-ini setdaly, 9%-ini bolsa garaly tutyar.
Miweli bag ekilen yerlerin meydanlarynyn paylanysyny gorkezyin
tegelekdéki diagrammany gurui.
2. Mekdebin bir synpyndaky okuwcylaryn algebradan ¢éryek bahalary
indiki yaly:
»3’—6 sany okuwcy,
,A47—9 sany okuwcy,
»3°—14 sany okuwgy,
»2"—1 sany okuwc¢y.
Okuwgylaryn bu ¢éryek bahalary boyunga paylanyslaryny gorkezyin
tegelekdéki diagrammany gurun.
3. Welayatyn dayhan birlesiklerinde gowaganyn hasyllylygyny 6wrenmek
bilen indiki tablisa alnan;
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Hasylyyk s/ [ 23724 |25 26 [ 27 28 [ 29 30
gektar

Dayhan 4 6 14| 13 | 18 20 17 8
birlesiklerinin

sany

Gowacanyn hasyllylygy boyunca dayhan birlesiklerinin paylansynyn
poligonyny gurun.
4. Obanyn maggalalarynyn agzalarynyn sany boyunga paylanyslaryny
owrenmek maksady bilen 100 sany masgalalaryn birmenzes sandaky
agzalary bolanlarynyn otnositel yygylygyny gorkezmek bilen

Masgala agzalarynyn 2 13| 4 5 6 7 819
sany
Otnositel yygylyk, % 71916 (28| 19| 14|52
tablisa alnypdyr. Otnositel yygylyklaryii poligonyny gurun.
5. Mekdebin dhli ugurymlarynyi boylaryny olcemek bilen
Boyy, sm | 155- 160 165- 170- 175 180-
160 165 170 175 180 185
Yygylygy 4 12 31 28 15 8

tablisa alnan ( boylary gorkezydan interwallaryil ¢akleri 6ziinden sonky

gelyan interwala degighdir).

Ugurymlaryn boylary boyunca paylansynyi gistogrammasyny gurum.
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x2

o(X) = Le 2 funksiyanyi bahalarynyti tablisasy
J2r
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0,0 [0,3989 |3989 (3989 | 3988 (3986 |[3984 |3982|3980|3977(3973
0,1 13970 (3965 [3961 |3956 |3951 |3945 |3939|3932(3925 (3918
0,2 (3910 |3902 (3894 |3885 |3876 |3867 |3857|3847|3836(3825
0,3 (3814 |3802 (3790 |3778 3765 |3752 |3739|3726|3712|3697
0,4 13683 (3668 |[3652 |3637 |3621 |3605 |3589 |3572(3555 (3538
0,5 3521 (3503 |[3485 |3467 |3448 |3429 |3410|3391(3372(3352
0,6 13332 (3312 [3292 |3271 |3251 |3230 |3209 3187|3166 (3144
0,7 (3123 |3101 (3079 |3056 |3034 (3011 |2989 |2966 2943|2920
0,8 12897 (2874 (2850 |2827 |2803 |2780 |2756 2732|2709 (2685
0,9 12661 (2637 [2613 |2589 |2565 |2541 |2516 2492|2468 (2444
1,0 10,2420 (2396 |2371 |2347 |2323 |2299 |2275 2251|2227 (2203
1,1 12179 |2155 |2131 |2107 |2083 |2059 |2036|2012(1989 (1965
1,2 11942 |1919 |1895 |1872 |1849 |1826 |[1804|1781|1758(1736
1,3 |1714 |1691 |1669 |1647 |1626 |1604 |1582)1561(1539(1518
1,4 |1497 |1476 |1456 |1435 |1415 |1394 |13741354(1334(1315
1,5 [1295 |1276 [1257 [1238 [1219 [1200 |1182|1163|1145 (1127
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I gosundynyn dowamy

1,6 (1109 1092 (1074 |1057 |1040 (1023 |1006 |0989 0973|0957

1,7 (0940 0925 (0909 |0893 |0878 (0863 |0848 |0833|0818|0804
1,8 (0790 (0775 |0761 (0748 |0734 |0721 [0707 |0694 [0681|0669
1,9 (0656 0644 (0632 0620 |0608 [0596 |0584 0573|0562 |0551

2,0 [0,0540 [0529 |0519 (0508 |0498 |0488 (0478|0468 |0459|0449

2,1 0440 (0431 |0422 (0413 |0404 |0396 (0387 (0379 (0371|0363
2,2 10355 [0347 |0339 (0332 [0325 |0317 (0310 (0303 (0297|0290
2,3 (0283 |0277 |0270 (0264 0258 0252 (0246 |0241(0235]0229
2,4 10224 (0219 (0213 (0208 [0203 |0198 (0194 (0189|0184 |0180
25 (0175 |0171 |0167 (0163 |0158 |0154 (0151 |0147(0143)0139
2,6 |0136 (0132 |0129 (0126 |0122 |0119 (0116 (0113(0110|0107
2,7 (0104 |0101 |0099 (0096 0093 |0091 (0088|0086 (0084|0081
2,8 10079 [0077 0075 (0073 |0071 |0069 [0067 (0065|0063 |0061
2,9 0060 [0058 0056 (0055 [0053 |0051 (0050 (0048 (0047|0043

3,0 10,0044 {0043 |0042 (0040 |0039 |0038 (0037 {0036 (0035|0034

3,1 0033 (0032 |0031 (0030 (0029 |0028 (0027 [0026 (0025|0025
3,2 10024 (0023 |0022 (0022 [0021 |0020 (0020 ({0019(0018|0018
3,3 0017 (0017 |0016 (0016 |0015 |0015 (0014 (0014(0013|0013
3,4 (0012 0012 |0012 (0011 |0011 |0010 (0010|0010 (0009|0009
3,5 0009 (0008 0008 (0008 [0008 |0007 (0007 {0007 |0007|0006
3,6 (0006 [0006 |0006 (0005 |0005 |0005 (0005|0005 (0005|0004
3,7 |0004 (0004 |0004 (0004 [0004 |0004 (0003 {0003 (0003|0003
3,8 10003 [0003 |0003 (0003 [0003 |0002 (0002 ({0002 (0002|0002
3,9 10002 (0002 0002 (0002 |0002 |0002 {0002 (0002|0001 |0001
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IT gosundy

2

1 x -= . .
® (X)=——[e 2 dz funksiyanyf bahalarynyn tablisasy
N2rx (I)
X D (x) X D (x) X D (x) X D (x)

0,00 [0,0000 (0,32 |0,1255 0,64 10,2389 (0,96 |0,3315

0,01 0,0040 0,33 [0,1293 (0,65 (0,2422 0,97 (0,3340
0,02 (0,0080 (0,34 |0,1331 0,66 ]0,2454 (0,98 |0,3365
0,03 (0,0120 (0,35 |0,1368 0,67 10,2486 (0,99 |0,3389
0,04 (0,0160 (0,36 |0,1406 0,68 10,2517 (1,00 |0,3413
0,05 0,0199 0,37 |0,1443 (0,69 (0,2549 |1,01 (0,3438
0,06 (0,0239 (0,38 |0,1480 0,70 ]0,2580 (1,02 |0,3461
0,07 (0,0279 (0,39 ]0,1517 0,71 ]0,2611 1,03 10,3485
0,08 (0,0319 (0,40 |0,1554 |0,72 ]0,2642 1,04 ]0,3508
0,09 10,0359 (0,41 (0,1591 |0,73 (0,2673 |1,05 [0,3531
0,10 (0,0398 (0,42 ]0,1628 0,74 10,2703 (1,06 |0,3554
0,11 0,0438 0,43 |0,1664 (0,75 (0,2734 |1,07 (0,3577
0,12 [0,0478 (0,44 |0,1700 0,76 ]0,2764 (1,08 |0,3599
0,13 (0,0517 (0,45 |0,1736 0,77 10,2794 |1,09 |0,3621
0,14 |0,0557 (0,46 (0,1772 (0,78 (0,2823 |1,10 [0,3643
0,15 0,0596 0,47 |0,1808 0,79 |0,2852 1,11 ]0,3665
0,16 |0,0636 (0,48 (0,1844 0,80 ]0,2881 1,12 [0,3686
0,17  |0,0675 0,49 10,1879 0,81 10,2910 (1,13 |0,3708
0,18 10,0714 (0,50 (0,1915 (0,82 [0,2939 |1,14 (0,3729
0,19 10,0753 (0,51 (0,1950 (0,83 [0,2967 |1,15 [0,3749
0,20 10,0793 (0,52 (0,1985 (0,84 [0,2995 |1,16 [0,3770
0,21 0,0832 0,53 |0,2019 |0,85 |0,3023 (1,17 ]0,3790
0,22 10,0871 0,54 10,2054 0,86 ]0,3051 1,18 ]0,3810
0,23 10,0910 (0,55 (0,2088 (0,87 [0,3078 |1,19 (0,3830
0,24 (0,0948 (0,56 10,2123 0,88 10,3106 (1,20 |0,3849
0,25 0,0987 10,57 |0,2157 0,89 |0,3133 (1,21 |0,3869
0,26 (0,1026 (0,58 10,2190 0,90 10,3159 (1,22 |0,3883
0,27 [0,1064 (0,59 10,2224 10,91 10,3186 (1,23 |0,3907
0,28 (0,1103 (0,60 |0,2257 0,92 ]0,3212 (1,24 10,3925
0,29 |0,1141 0,61 |(0,2291 (0,93 (0,8238 |1,25 (0,3944
0,30 (0,1179 (0,62 |0,2324 0,94 |0,3264
0,31 0,1217 0,63 [0,2357 (0,95 (0,3289
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II gosundynyii dowamy

X D (X) X D (x) X D (x) X D (x)

1,26 10,3962 1,59 ]0,4441 1,92 10,4726 |2,50 0,4938

1,27 {0,3980 1,60 |0,4452 (1,93 10,4732 |2,52 0,4941
1,28 (0,3997 1,61 |0,4463 (1,94 |0,4738 |2,54. (0,4945
1,29 10,4015 1,62 10,4474 |1,95 10,4744 (2,56 0,4948
1,30 10,4032 1,63 10,4484 1,96 |0,4750 (2,58 0,4951
1,31 (0,4049 1,64 10,4495 (1,97 |0,4756 2,60 0,4953
1,32 [0,4066 1,65 |0,4505 (1,98 10,4761 |2,62 0,4956
1,33 (0,4082 1,66 |0,4515 (1,99 |0,4767 |2,64 0,4959
1,34 10,4099 1,67 10,4525 |2,00 |0,4772 (2,66 0,4961
1,35 ]0,4115 1,68 10,4535 2,02 10,4783 (2,68 0,4963
1,36 |0,4131 1,69 10,4545 2,04 10,4793 (2,70 0,4965
1,37 |0,4147 1,70 |0,4554 (2,06 |0,4803 |2,72 0,4967
1,38 (0,4162 1,71 |0,4564 (2,08 |0,4812 |2,74 0,4969
1,39 10,4177 1,72 10,4573 2,10 |0,4821 2,76 0,4971
1,40 10,4192 1,73 10,4582 2,12 |0,4830 (2,78 0,4973
1,41 (0,4207 1,74 10,4591 (2,14 |0,4838 2,80 0,4974
1,42 (0,4222 1,75 10,4599 (2,16 |0,4846 |2,82 0,4976
1,43 (0,4236 1,76 10,4608 (2,18 ]0,4854 |2,84 0,4977
1,44 10,4251 1,77 10,4616 2,20 |0,4861 2,86 0,4979
1,45 10,4265 1,78 10,4625 2,22 |0,4868 (2,88 0,4980
1,46 10,4279 1,79 10,4633 2,24 |0,4875 (2,90 0,4981
1,47 (0,4292 1,80 |0,4641 (2,26 |0,4881 |2,92 0,4982
1,48 [0,4306 1,81 |0,4649 (2,28 |0,4887 2,94 0,4984
1,49 10,4319 1,82 10,4656 2,30 10,4893 (2,96 0,4985
1,50 10,4332 1,83 10,4664 2,32 10,4898 (2,98 0,4986
1,51 (0,4345 1,84 |0,4671 (2,34 |0,4904 |3,00 0,49865
1,52 (0,4357 1,85 |0,4678 (2,36 |0,4909 |3,20 0,49931
1,53 ]0,4370 1,86 10,4686 2,38 10,4913 (3,40 0,49966
1,54 10,4382 1,87 10,4693 2,40 |0,4918 (3,60 0,499841
1,55 10,4394 1,88 10,4699 2,42 10,4922 (3,80 0,499928
1,56 [0,4406 1,89 10,4706 (2,44 |0,4927 4,00 0,499968
1,57 (0,4418 1,90 |0,4713 (2,46 |0,4931 4,50 0,499997
1,58 [0,4429 191 |0,4719 (2,48 |0,4934 |5,00 0,499997
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