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Okuw Kkitabyna analitik geometriya, yokary algebra,
we matematiki analizifi bolimleri (analizii baslangyjy,
bir tytgeyanli funksiyanyn differensial we integral
hasabyyeti, san we funksional hatarlar), birinji we yokary
tertipli ady differensial denlemeler, ahtimallyklar
nazaryyetinin we matematiki statistikanyn elementleri
girizildi. Her bolimde nazaryyeti berkitmek maksady
bilen ¢oziilip gorkezilen mysallar getirilyér.

Dosent O.Asyrowyi redaksiyasy bilen



SOZBASY

Matematikanyn usullarynynn durmusda dus gelyén kdp amaly meseleleri
cozmekde giniden ulanylmagy, tebigy ylymlaryn ugurlaryndan, sol sanda
psihologiya boyunga hiindr alyan talyplardan “Yokary matematika” dersini
onat bilmeklerini we onui usullaryny ele alyp, tebigy ylymlarda dus gelyin
diirli gorniisdéki meseleleri cozmeklikde ginden ulanmaklygy basarmagyny
talap edyér.

Bu okuw kitaby uniwersitetin psihologiya hiinirini alyan talyplaryna
niyetlenip yazyldy. Ona analitik geometriyanyi goni ¢yzykda koordinatalar,
tekizlikde koordinatalar sistemasy, tekizlikde birinji we ikinji tertipli
algebraik ¢yzyklar boliimleri; yokary algebranyn kesgitleyjiler we olaryi
kémegi bilen ¢yzykly denlemeler sistemasynyn ¢oziilisi, matrisalar, olaryn
hisiyetleri we olar bilen gecirilydn amallar, wektor algebrasy boliimleri;
kompleks sanlar diisiinjesi we olar bilen gecirilydn amallar; matematiki
analizin funksiya, funksiyanyn predeli we tizniiksizligi, funksiyanyn oniimi
we differensialy we olaryn ulanylysyny gorkezyan boliimler, kesgitsz we
kesgitli integrallar, olaryin ulanylyslary hem-de hususy dél integrallaryn
boliimleri, seyle hem san we funksional hatarlar diisiinjeleri; birinji
weyokary tertipli ady differensial denilemeler, olaryn ¢o6ziilis usullary;
dhtimallyklar nazaryyetinin we matematiki statistikanyn elementleri
girizildi. Her bdliimde nazaryyeti berkitmek maksady bilen boliimde beyan
edilen diigiinjelerin ulanylysyny gorkezydn mysallar getirilydr we olaryn
coziilisleri gorkezilydr. Seyle hem her boliimin ahyrynda talyplar bilen
amaly sapaklar gecilende we Ozbasdak islerde ulanar yaly kdpsanly
mysallar getirilyar.

Kitapda yygy-yygydan dus gelydn “bar bolup”(“tapylyp”) sozlerinin
yerine barlygy anladyan 3 belgi, “islendik” (“her bir”) sozlerinini yerine
bolsa umumylygy anladyan V belgi ulanylyar. A= B yazgy A
sozlemden B  sozlemin gelip ¢ykyandygyny atladyar. Eger-de, onuf
istesine B sozlemden A sozlem hem gelip ¢cykyan bolsa, onda ol
A< B vyazgyda anladylyar. Mysal {gin, Ve>0, VxeB, P>m3
gysgaca yazgylar “islendik & uludyr nol”, “islendik X degisli B 7,

“P degisli m tapylyp” diylip okalyar. Teoremanyn subudynyn, mysalyn
¢Oziilisinin baglangyjyny we ahyryny gorkezmek iigin < we > belgiler
ulanylyar.



I'bap. ANALITIK GEOMETRIYA
WE YOKARY ALGEBRA

I.1. TEKIZLIKDE ANALITIK GEOMETRIYA
§ 1.1. Goni cyzykda koordinatalar

1. Ugrukdyrylan kesim. Kébir goni ¢yzyk alalyn we onun kesgitleyan
iki ugurlarynyn birini saylap, ony polozitel ugur, beylekisini otrisatel ugur
hasap edelin. Polozitel ugry kesgitlenen goni ¢yzyga ok diyilydr. Onun
islendik kesiminin uzynlygyny Ol¢emek iicin ol okda uzynlyk birligini,
yagny masstab alalyni. Uglary A we B nokatlar bolan kesime seredelin.
Eger A we B nokatlaryn haysysynyn ol kesimin baglangyjy, haysynyn
ahyrydygy gorkezilen bolsa, onda ofna ugrukdyrylan kesim diyilyar.
Kesimin ugry diylip baslangycdan ahyra tarap bolan ugur hasap edilyar.

Baslangyjy A we ahyry B nokat bolan ugrukdyrylan kesim AB bilen,
onufi uzynlygy bolsa ‘AB‘ ya-da |AB]| bilen belgilenyir. Dirli bolan iki

A we B nokatlar iki sany AB we BA ugrukdyrylan kesimleri

kesgitleyéar. Eger A we B nokatlar gabat gelyéin bolsa, onda AA kesime
nol kesim diyilydr. Ugry okun polozitel ugry bilen gabat glende gosmak
alamaty bilen, otrisatel ugry bilen gabat gelende ayyrmak alamaty bilen
alynyan ugrukdyrylan = AB kesiminn uzynlygyna sol kesimin ululygy
diyilydr we AB bilen belgilenyir, sunlukda AB=-BA denlik dogrudyr.
Bu kesgitleminin esasynda okda islendik yagdayda yerlesyan diirli A, B
we C nokatlaryn ugrukdyrylan AB, BC, AC kesimlerinin
ululyklary ii¢in

AB+BC=AC (1)
denlik yerine yetyar.

2. Koordinatalar oky. Kédbir x goni ¢yzykda O we B nokatlary
belldlin (1-nji surat) we olara degislilikde koordinatalaryn baslangyc we
birlik nokatlary diyelin.

Goni ¢yzykda OB kesim bilen ugurdas polozitel ugry saylap alalyn.

Polozitel ugry, hasap baslangyjy we uzynlygy Olcemek licin masstab

------

erkin M nokady t¢in (1-nji surat) ugrukdyrylan OM kesimin ululygyna
M nokadyn koordinatasy diyilyar. Eger ol nokadyf koordinatasy X
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@) B M

X
1-nji surat
bolsa, onda kesgitleme boyunca
x=0M 2
bolar. Sunlukda, M (x) yazgy X-in M nokadyn koordinatasydygyny

anladyar.

Seylelikde, eger koordinatalar okunyn nokady berlen bolsa, onda sol
nokadyn koordinatasy bolan sany gérkezmek bolar, seyle hem berlen san
ticin koordinatalar okunda sol san koordinatasy bolan yeke-tdk bir nokady
gurmak bolar. Diymek, koordinatalar okunyn nokatlary bilen hakyky
sanlaryn kopliiginiii arasynda 6zara birbahaly degislilik gurnalandyr. Sonia
gord hakyky sanlaryn kopliigine san oky we her bir hakyky sana san

......

Ugrukdyrylan kesimin ululygyny we onuil uzynlygyny sol kesimii
baslangyjynyn we ahyrynyn koordinatalary arkaly afilatmak bolar.
Eger okui  M,(x), M,(x,)  iki nokady berlen bolsa, onda
ugrukdyrylan M;M, kesimin ululygy we onuni uzynlygy degislilikde
MM, =X, = X; |M1M2|:|X2_X1| 3)
formulalar boyuncga anladylyér.
Hakykatdan-da, koordinatalar okunyn O, M,, M, nokatlary iigin (1)
formula esasynda
OM, +M;M, =0OM,,
deniligi we (2) formula esasynda X, =OM,, X, =OM, deiilikleri yazmak
bolar. Olardan bolsa M;M, =0OM, —OM, =x, —x, denlik gelip ¢ykyar.
Ugrukdyrylan M;M, kesimii uzynlygynyn onun ululygynyn absolyut
ululygyna denligi li¢in |M1M 2| = |X2 - Xl| bolar.
M, we M, nokatlaryn arasyndaky uzaklyk p(Ml, Mz) bilen hem
belgilenyér. Sonun iicin (3) formulalaryn ikinjisi
p(Ml’ M2)2|X2 - X1|
gorniligde yazylyar. |X1 - X2| = |X2 - X1| deilligin esasynda koordinatalar
okunyn iki nokadynyn arasyndaky uzaklygy tapmaklyk (3) formula
9



esasynda olaryn koordinatalarynyn birinden beylekisini ayryp, tapawudyn
modulyny almaklygy afladyar.
1-nji mysal. Berlen  M,(2), M,(~7) nokatlaryii arasyndaky

uzaklygy we ugrukdyrylan M;M, kesimin ululygyny tapmaly.
a4 X =2, X, =—7 l¢in (3) formulany ulanyp taparys:
p(My, M,)=|-7-2/=]-9=9, MM, =-7-2=-9. >

§ 1.2. Tekizlikde koordinatalar sistemasy

1.Goniibur¢ly dekart koordinatalar sistemasy. Umumy O baslangyjy
we birmetizes masstab birligi bolan 6zara perpendikulyar Ox we Oy
oklar tekizlikde goniiburgly dekart koordinatalar sistemasyny emele
getiryar. Sol sistemadaky

y Ox oka absissa oky we
I B M Oy oka ordinata oky
I diyilyar. Ol  oklaryn

kesisme nokadyna
x<0,y>0 [x>0,y>0 koordinatalar  baslangyjy,
olaryn yerlesydn

O A X tekizligine  koordinatalar
x<0,y<0 |x>0,y<0 tekizligi diyilydr we Oxy
bilen belgilenyir.Goy,
I v seredilyén tekizlikde erkin
M nokat berlen bolsun.
Sol nokatdan Ox we Oy
oklaryna degislilikde MA we MB perpendikulyarlary gecirelin (2-nji
surat). Sunlukda, perpendikulyarlaryn oklar bilen kesigsmeginden alnan
ugrukdyrylan OA we OB kesimlerin OA we OB ululyklaryna

degislilikde M nokadyn goniiburgly X we Yy koordinatalary diyilyar,
yagny X=0OA, y=0OB. M nokadyn x we y koordinatalaryna
degislilikde sol nokadyn absissasy we ordinatasy diyilydr. M nokadyn
koordinatalarynyn X we Yy bolyandygy M(X, y) yazgyda aiiladylyar.

2-nji surat

Sunlukda, yayyn icinde ilki onun absissasy, ikinji ordinatasy gorkezilyar.
Absissa okunda yerlesydn nokatlar iigin ~ y=0 we ordinata okunda
yerlesydn nokatlar {igin  Xx=0, koordinatalar baslangyjy iicin bolsa
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x=0, y=0. Koordinatalar oklary tekizligi dort bdleklere bolyéar. Olara
yerlesydn nokatlaryn  koordinatalarynynn alamatlary 2-nji ~ suratda
gorkezilendir.

Seylelikde, tekizligin her bir M nokadyna onuni goniiburgly
koordinatalary atlandyryan tertiplesdirilen sanlaryn (X, y) jiibiiti degisli
we tersine, sanlaryn her bir (x, y) jubiitine tekizlikde koordinatalary sol
sanlar bolan yeke-tik nokat degislidir. Beyle diyildigi tekizlikde goniiburgly
dekart koordinatalar sistemasy tekizligiii dhli nokatlarynyn kopliigi bilen
sanlaryn jiibuti arasynda Ozéira birbahaly degisliligi gurnayar we ol
geometrik meseleleri ¢ozmekde algebraik usullary ulanmaklyga yardam
beryar.

2. Polyar koordinatalar sistemasy. Tekizlikde polyus atlandyrylyan O
nokada we sol nokatdan ¢ykyan hem-de polyar oky atlandyrylyan OP
sOhléd seredelin. Seyle hem kesimleriit uzynlygyny 6lgemek iicin masstab
birligi we polyusyn towereginde aylawyn polozitel ugry kesgitlenen hasap
edelin. Tekizligin islendik M nokady bilen O polyusyn arasyndaky p
uzaklyga sol nokadyn polyar radiusy, OM bilen gabat getirmek iigcin OP
polyar oky sagat dilinin hereketinin garsysyna (polozitel ugra) aylamaly
bolyan ¢ burca bolsa polyar burcy diyilydr (3-nji surat). Sunlukda, p we

M | S "

3-nji surat 4-nji surat

¢ sanlara M nokadyn polyar koordinatalary diyilydr. p sana onun birinji
belgilenyér. Polyus iicin p=0 bolup, yone ¢ kesgitlenmedikdir. Adatca ol
koordinatalar O < p <+400; 0< (P <2 caklerde iiytgeyir hasap

edilyér. Yone kébir hallarda 27 - den uly bolan burglara, seyle-de otrisatel,
yagny polyar okdan sagat dilinin hereketi boyunga alynyan biirglara hem
seretmeli bolyar.
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Nokadyn polyar koordinatalary bilen goniiburgly koordinatalarynyn
baglanysygyny gorkezmek iicin koordinatalar baslangyjy polyus bilen we
polozitel yarym Ox oky polyar oky bilen gabat gelydn goniiburcly
koordinatalar sistemasyna seredelinn (4-nji surat). Ol suratdan gorniisi yaly
M nokadyn goniiburcly (X, y) koordinatalary bilen onun (p, (p) polyar

koordinatalary seyle baglanysykdadyr:

X=pCoSp, y=psSine . (@)
Bu formula tekizligin goniiburcly dekart koordinatalaryny onun polyar
koordinatalary bilen afladyar. Ol formuladan nokadyn polyar

koordinatalaryny onun dekart koordinatalary bilen anladyan seyle formula

alynyar: p=+/x>+y?, cos(p:%, %
XSty XSty

2-nji mysal. Polyar koordinatalarynda berlen A(Z, %), 8(3, —%n),

singp=

C(l, g) D(3, =), E(4, 0), F(Z, —gj nokatlary gurmaly  we

koordinatalar baslangyjy polyus
C A bilen we Ox okunyn polozitel
I/ ugry polyar oky bilen gabat
E gelyan dekart koordinatalarynda
P ol nokatlaryn koordinatalaryny
tapmaly.
B < Polyar koordinatalarynda
F .. A nokady gurmak iigin O
5-nji surat polyusdan  OP polyar okuna
@=mn/4 burg boyunca sohle gegirelifi (5-nji surat) we sol sohlede uzynlygy

PO
O

2-4 defi bolan [OA] kesimi guralyn. Sol kesimin soiiky ujy A(2, n/4)
nokat bolar. Beyleki B, C, D, E, F nokatlar hem edil solar yaly gurulyar
(5-nji surata seret). Berlen nokatlaryn dekart koordinatalaryny tapmak ti¢in
(4) formuladan peydalanarys. A nokat tigin

x:2cosg=2-g=\/§, y=25in%=2-g=\/§, A(\/E, \/5)

Edil sonun yaly beyleki nokatlaryn dekart koordinatalary tapylyar:
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B[——, ——], C(0, 1), D(-3, 0), E(4, 0), F(0, —2).

§ 1. 3. Tekizlikde analitik geometriyanyn kibir meseleleri

1. Iki nokadyii arasyndaky uzaklyk. Tekizligin isindik M, (x,, y;)
we M,(X,, y,) iki nokadynyi arasyndaky p=p(M,, M,) uzaklyk

P:\/(Xz _Xl)z +(Y2 - Y1)2 (5)

formula bilen kesgitlenyar.
M, Ony gorkezmek iigin = M,
we M, nokatlardan Ox, Oy
oklaryna  perpendikulyarlary
gecirip, olaryn  esaslaryny
A, B, A, B, bilen,
perpendikulyarlaryn  kesisme
nokadyny K bilen belgilélin
(6-njy  surat). Pifagoryn
teoremasyny goniiburgly
M,KM, iicburgluga ulanyp,

p=yM,K?+M,K? (6)
formulany alarys. Bu yerde fiicbur¢lugyn M,K, M,K Kkatetlerinin

6-njy surat

IM,K], |M,K] uzynlyklary koordinata oklarynyfi ugrukdyrylan

AA,, BB, kesimleriniii uzynlyklary bilen gabat gelyir. Sofa gori (3)
formula boyunga
M;K=AA, =X; =X, M,K=BB, =Yy, -V,
denlikleri we olaryn esasynda (6) denilikden (5) formulany alarys.
M, nokadyn koordinatalaryii baslangyjy bilen gabat gelyédn hususy haly

PO, M;)=yx; +y; (7)
goriusi alar.

3-nji mysal. M, (5, —2), M,(8, —6) nokatlaryf arasyndaky uzaklygy
13
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we M, nokatdan koordinatalar baslangyjyna ¢enli uzaklygy tapmaly.
< Berlen nokatlar ticin x; =5, y, =—2, X, =8, y, =—6 bolyandygy
sebépli, (5) we (7) formulalar esasynda taparys:

p(My, M,)=(8-5) +((-6)-(-2)f =vo+16=5,
p(0, M,)=1/82 +(-6)° =10.>

2. Kesimi berlen gatnasykda bolmek. Tekizlikde diirli M, we M,
nokatlary alyp (M, nokady birinji, M, nokady ikinji hasap edip) olar
arkaly polozitel ugry kesgitlenen goni ¢yzyk gegirelinn we masstab birligini
alalyn. Goy, M sol goni ¢yzygyit M, bilen gabat gelmeydn kébir nokady
bolsun. Onda

MM
MM,
sana M nokadyn ugrukdyrylan = M;M, kesimi bolydn gatnasygy

A

(8)

diyilydr, bu yerde M,M, MM, gorkezilen okunn ugrukdyrylan
W M—I\/I2 kesimleriniii ululyklarydyr. Okun polozitel ugry basgaca
kesgitlenende ya-da masstab birligi baggaca alnanda hem (8) gatnasyk
uytgemeyar, ¢iinki iki halda hem sanawjy we maydalawjy sol bir sana
kopeldilyar. Eger M nokat M; we M, nokatlaryn arasynda yerlesyén
bolsa, onda A >0 holar. Bu halda M nokat M,M, kesimi iginden
bolyar diyilyar. Eger M nokat m kesimin dasynda yerlesyéin bolsa,
onda A<O0 bolar we bu halda M nokat M,M, kesimi dagyndan bélyir
diyilydr. A=-1 bolup bilmez, ¢iinki tersine, ol denlik yerine yetende
M;M =— MM, derlik alnar we sonuii esasynda M;M + MM, =0 bolar,
yagny M;M, =0, yone ol denlik M; we M, nokatlar gabat gelende
bolup biler, ol bolsa serte garsy gelyar. Eger M nokat M, nokat bilen
gabat gelydn bolsa, onda A =0.Eger M nokat M, nokada yakynlasyan
bolsa, onda [A| san artar.

Kesimi berlen gatnasykda bolmek meselesi seyle okalyar: M nokadyn

M;M, kesimi boleklere belyin A  gatnagygy berlen. Sol nokadyn
koordinatalaryny tapmaly. Ol asakdaky tassyklama esaslanyar.
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Eger M(x, y) nokat M,(x;, y,) we M,(x,, y,) nokatlar bilen

cidklenen M;M, kesimi A gatnasykda bolydn bolsa, onda ol nokadyn
koordinatalary
X:xl+kx2 _ Y1+t
1+ 1+
formula boyunga kesgitlenyar.

(9)

<1 M;, M, M, nokatlardan
Ox okuna perpendikulyar
goyberip, olaryn esaslaryny
B,, B, B, bilen belgildlin
(7-nji surat). Onda parallel
goni ¢yzyklaryn arasyndaky
kesimlerin ~ proporsionallyk
hisiyeti boyunca (8) sertinl

y M,

: esasynda
O B B B X
v 2 B.B MM
7-nji surat _BBZ _—MMz -

dernligi alarys. (3) formula esasynda alynyan B,B=x-X%;, BB, =x, — X
denlikleri ulanyp, bu denligi
X — X,

=% X=X =AX, —x), X(L+A)=x, +Ax,
X, — X

gorniigde yazmak bolar. Ondan bolsa A = -1 serti ulanyp, (9) formulanyn
birinjisini alarys. Onunl ikinjisi edil sufa menzeslikde (M,, M, M,
nokatlardan Oy okuna perpendikulyar gegirip) subut edilyar. >
Eger M nokat M,;M, kesimin ortasynda yerlesyén bolsa, onda A =1
bolar we bu halda (9) formula
woXat X _NtY

: 10
5 y 5 (10)

gOrniisi alar.

4-nji mysal. Berlen M;(~1, —2), M,(3, 4) nokatlar boyunga M;M,
goni cyzykda M, nokada M, nokatdan ii¢ esse yakyn bolan we W
kesimin dagynda yerlesyan M nokady tapmaly.

< Serte gord gozlenyan M(x, y) nokat M,M, kesimi »=-1/3
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gatnagykda bolyir. Sonia gord (9) formulany ulanyp we ol formulada
X, =-1 y,=-2, X,=3, y,=4 goyup, M nokadyn koordinatalaryny
taparys:
:—1+(—]/3)-3:_3, y:_2+(_]/3)'4:—5.>
1+(-1/3) 1+(-1/3)
5-nji mysal. Tekizligit =~ M;(x,, X,), My(X,, Vo) ... .M, (X,, V,)
nokatlarynda —m;, m,, ...,m,

sistemasynyi agyrlyk merkeziniii koordinatalaryny tapmaly.
< llki n=2 hala garalyn we m;, m, massalar M,;, M, nokatlarda

yerlesyén bolsun. Onda mehanikanyn belli prinsipi esasynda ol massalaryn
sistemasynyi ~ M(x, y) agyrlyk merkezi M,M, kesimi m;, m,
massalara ters proporsional bdoleklere, yagny A =m,:m, gatnasykdaky

boleklere bolyar. Sona gora (5) formula esasynda massalaryn sictemasynyi
M (X, y) agyrlyk merkeziinii koordinatalary ti¢in

massalar yerlesdirilen. Ol massalaryii

X=X1+(m2/m1)xz :y1+(m2/m1)y2 .
1+m,/m 1+m,/m
= m;X; + MyX, Cy= my, +myy, (11)
m1+m2 m1+m2

formulany alarys. Edil sonuii yaly M, (x,, X,), My(X,, ¥, ) Ms(X,. ¥, )
nokatlarda yerlesen m;, m,, m; massalarynl sistemasynyn M(X, y)
agyrlyk merkezinin koordinatalaryny tapmak bolar. Eger m;, m,
massalary sol sistemanyii M'(x’, y’) agyrlyk merkezinde jemlesek, onda
M(x, y) nokadyii yerlesyén yeri iiytgemez. Indi M(x, y) nokada M,
nokatda yerlesyin m, massa bilen M'(x’, y’) nokatda jemlenen m, +m,
massalaryil sistemasynyn agyrlyk merkezi hokmiinde gararys. Sunlukda,
M'(x’, y') nokat m;, m, massalaryii sistemasynyfi hem agyrlyk
merkezidir we x’, y' koordinatalar (11) formulanyn sag bdlegi bilen
kesgitlenyér. Somia gord M(X, y) agyrlyk merkezi M—'l\/l3 kesimi
A=m,:(m, +m,) gatnasykda bolyan nokat hokmiinde (5) formulany
ulanyp taparys:
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m m, X, +m,X m; X
3 X 1M 22+ 373

e Mi+m, oomm,  mo+m,
1+ m, m;, +m, + M,
m, +m, m, +m,
MYy MY,  MsYs
_omp+m, m, +m,
m, +m, +m;
m; +m,
X:m1X1+m2X2+m3X3 ’ _MiY; +MpY, +Mays
m,+m, +m, m, +m, +m,

Matematiki induksiyadan peydalanyp, M,, M,,...,M, nokatlarda
yerlesen m;, m,,...,m  massalaryil sistemasynyn agyrlyk merkezinini
koordinatalaryny tapmak bolar:

o X MoXp 4ot MoXy MYy +MaYp b 4 MYy
m +m, +...+m, m +m, +...+m,

3. Ucburglugyii meydany. A(x,, v,), B(X,, ¥, ) C(xs, y5) depeleri
bolan bir goni ¢yzykda yatmayan tighurglugyn S meydany (8-nji surat)

SZ%H(XZ_X1XY3_yl)_(XB_Xl)(Y2_Y1)]| (12)

formula boyunca tapylyar.
< ABC ii¢burclugyn meydanyny
Saec =Sapec * Secer — Saerp
denillik boyunca tapmak bolar, bu yerde Smoec s Secerr Sasm
trapesiyalaryn meydanlarydyr. Ol meydanlar bolsa seyle tapylyar:

AD| +|CE -
SADEC=|DE|'| 4] |=(X3 Xl)(y3+Y1),

2 2
[EC|+[BF| (X, —X3)(y, +V3)
Seser =|EF|- _
BSEF | | > > ,
AD| + |BF X, — X 4
SABFD=|DF|'| |2| |:(2 1)2(Y1 Y2)’

olarynl bahalaryny formulada goup,
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S =[x =% )(yy + Y2 )+ (Xo = %3) (Yo + Y3 )+ (%5 — % )(ys + Y1)]|

formulany alarys. Ondan bolsa
yonekey dgertmeler esasynda (12)
formula gelip c¢ykyar.Ucburglugym
islendik baggaca yerlesisi ticin hem
(12) formula sonuni yaly subut

odilyir.
6-njy mysal. Depeleri A(1, 1),
B(6, 4), C(8, 2) nokatlarda
o) X, Y, X, X bolrfm ABC ic¢burglugyn S
meydanyny tapmaly.
8-nji surat < Ugburclugyit meydanyny (12)

formulany ulanyp taparys:

S :%[(6—1)(2—1)—(8—1)(4—1)]=%|[—16]|=8 (kw.birlik). >

§ 1. 4. Tekizlikde koordinatalary baglanysdyryan
deifilemelerin geometrik manysy

1. Tekizlikde ¢yzygyi defilemesi. Goy, goniiburcly dekart
koordinatalarynda x we y tytgeyanler

F(x, y)=0 (13)
gorniisddki denligi kanagatlanyryan bolsun. Eger bu denlik x we vy
jiibiitlerin  &hli bahalary iicin yerine yetse, onda ofa tozdestwo diyilyar,
kabir bahalary {i¢in yerine yetende bolsa ona denleme diyilyar. Denlemanin
mysallary: x? +y> —25=0, 2x+3y-5=0, tozdestwonyi mysallary:
(x+y)x—y)-x*+y?>=0, (x—y)-x+y=0.

Eger L ¢yzykda yerlesydn &hli nokatlaryn koordinatalary (13)

denilleméni kanagatlandyryan bolup, sol ¢yzykda yatmayan hi¢ bir nokadyn
koordinatalary ol denileméni kanagatlandyrmasa, onda (13) detilemd L

......

kanagatlandyryan tekizligin (X, y)koordinatalarynyﬁ kopliigini afladyar.
Mysal iigin, X—-y=0 deilleme gbni ¢yzygy — birinji we igiinji

koordinatalar burglarynyni bissektrisasyny, x> +y® —25=0 defleme
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merkezi koordinatalar baslangyjynda we radiusy bédse den bolan toweregi
kesgitleyar. Kébir defileme bilen kesgitlenyén kopliik bir nokady (mysal
iigin, x? +y? =0 deiileme difie bir (0, 0) nokady), kabir denileme bolsa
bos kopliigi kesgitleyar (mysal tigin, x*+y?+1=0 denleme, ¢iinki
tekizligini hi¢ bir nokady ol deiileméni kanagatlandyrmayar). Cyzygyn
denllemesinin kesgitlemesi esasynda berlen nokadyn c¢yzykda yatyanlygy
ansat gorkezilydr. Eger nokadyn koordinatalary defilemede goyulanda san
deiilik (tozdestwo) alynsa, onda nokat c¢yzykda yatyar, eger-de tozdestwo
alynmasa, onda nokat ¢yzykda yatmayar.

7-nji mysal. Merkezi M (a, b) nokatda we radiusy R bolan toweregif
defllemesini diizmeli.

< Goy, B= B(X, y) toweregin erkin y
nokady bolsun (9-njy surat). Belli bolsy B
yaly toweregini — tekizligin bir nokatdan
(merkezden)  defi  daslykda  bolan  pl__.
nokatlarynyn kopliigi bolyandygy
esasynda we onufl islendik nokadynyii
merkezden uzaklygynyn R sana denligi .
ticin iki nokadyn arasyndaky uzaklygyn O a X
formulasyny ulanyp,

p(M, B)=y(x-af +(y-bf =R
denligi alarys. Ondan bolsa gozlenyan toweregin denlemrsini alarys:
(x—a)’ +(y-b)’ =R?.> (14)
Bu toweregin islendik nokadynyn koordinatalary ol toweregin
deiilemesini kanagatlandyryar. Eger N (X, y) nokat sol towerekde
yatmayan bolsa, onda  p(M, N)<R ya-da p(M, N)>R bolar we
sonun {icin onun koordinatalary (14) deiileméini kanagatlandyrmayar. (14)
denilemeden a=b=0 bolanda alynyan
x? +y? =R? (15)
denlemai toweregin kanonik detilemesi diyilyér.
2. Cyzyklaryi kesismesi. Goy, iki ¢yzyk
F(x, y)=0, G(x, y)=0 (16)
denlemeler arkaly berlen bolsun. Olaryn kesisme nokadyny tapalyii. Olaryn
kesisme nokady birinji ¢yzyga hem, ikinji ¢yzyga hem degislidir, sonun

9-njy surat
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ticin onun koordinatasy (16) denlemelerini birnji deiilemesini hem, ikinji
deiilemesini hem kanagatlandyryar, yagny
F(x y)=0,
G(x, y)=0 }
denilemeler sistemasyny kanagatlandyryar.Tersine, eger-de kabir K(Xo, yo)
nokadyn  X,, Y, koordinatalary (16) ¢yzyklaryn birinjisinde hem,

ikinjisinde hem yatyan bolsa, onda ol nokat solaryni kesisme nokadydyr.

Seylelikde, c¢yzyklaryn kesisme nokatlaryny tapmak {igcin olaryn
deiilemelerinini sistemasyny ¢6zmek zerurdyr. Sunlukda, hakyky koklerii
sany olarynn kesisme nokatlarynynn sanyna dendir. Eger (17) sistemanyn
hakyky kokleri yok bolsa, onda (16) ¢yzyklar kesisyan déldir.

8-nji mysal. x?+y?=1 x?+(y—-1°=2 cyzyklaryi kesisme
nokatlaryny tapmaly (10-njy surat)..

(7)

< Kesigme nokatlary tapmak {i¢in y
X2 +y% =1,
x2 +(y-1 =2 .
sistemany ¢ozelin. lkinji denlemeden
birinjini ayryp alarys: 2y=0, y=0. 0
Birinji defilemede  y=0 goyup, —1kj1 X
X, =-1 X, =1 alarys. Seylelikde,

¢yzyklar A1 0), B(L, 0)nokatlarda
kesigyérler. >

3. Cyzygyin parametrik denlemeleri. Goy, tekizligin goniiburcly dekart
koordinatalarynda kdbir ¢yzyk berlen bolsun. Kéabir hallarda onun erkin
nokadynyn (x, y) koordinatalaryny (parametr atlandyrylydn) {igiinji t

10-njy surat

ululyk arkaly anladyp bolyar:
x=olt) y=v(t). (18)
Eger t parametr kdbir (tiikenikli ya-da tiikeniksiz) aralykda iiytgande (18)
formuladan berlen ¢yzygyn islendik nokadynyn koordinatalary alynyan
bolup, ¢cyzykda yatmayan hi¢ bir nokadyn koordinatalary alynmayan bolsa,
Mysal ligin, eger tekizlikde merkezi koordinatalar baslangyjynda we
radiusy R den bolan téwerek berlen bolsa (11-nji surat), onda t parametr
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hokmiinde toweregii erkin B=B(X, y) nokady iigin OB kesimiii Ox
oky bilen emele getiryan burguny almak bolar. Bu halda berlen toweregii

y

v

NP

11-nji surat

parametrik denlemeleri

x=Rcost, y=Rsint (0<t<2m) (19)
gorniisde bolar. Olardan t parametri yoklap
(olary kwadrata goterip we gosup), toweregin
(15) detilemesini alarys.

Indi bolsa R radiusly toweregin goni ¢yzyk
boyunca togalananda onun kébir bellenen
nokadynyn c¢yzyan c¢yzygyna garalyn. Ona
sikloid diyilydr. Goni ¢yzygy goniiburgly
dekart koordinatalar sistemasynyn Ox  oOky
hokmiinde alalyn (12-nji surat). Goy, bellenen

nokat toweregin baslangyc yagdayynda koordinatalar baslagyjynda bolsun

y
C
N
o[P «k X

12-nji surat

we towerek t ( MCN) burg 6wriilenden soniol M =M (X, y) nokada
barsyn.Onda suratdan gorniisi yaly
x=0P=0OK -PK, y=MP=CK-CN, CM =CK =R,
OK=MK =Rt, PK=MN=Rsint, CN =Rcost. Sonu ii¢in hem
x=Rt—Rsint, y=R-—Rcost ya-da
x=R(t—sint), y=R(l-cost) (20)

......

21



Goniikmeler

1. Ugrukdyrylan AB kesimiii ululyklaryny tapmaly:
1) A2) B(); 2) AB) B(-4); 3) A(-6). B(); 4) A(-2), B(-7)
2. Ugrukdyrylan AB kesimiii uzynlyklaryny tapmaly:
1) A@3) B(@): 2) A4) B(-9); 3) A-5) B(L); 4) A-3) B(-8).
3. Belli bolan1) B(2), AB=5; 2) B(3), BA=-2 3) B(5), BA=-3
boyunca koordinatalar okunda A nokadyi koordinatalaryny tapmaly.
4. Gontiburgly dekart koordinatalarynda nokatlary gurmaly:
Al 4), B(2, -3), C(-3, 5), D(-1, —2), E(0, 1) F(5, 0).
5.0x okuna gord A(3, 4), B(-2, 5), C(-3, —3)nokatlara simmetrik
nokatlary tapmaly.
6. Koordinatalar baslangyjyna géra A(-1, 2), B(-3, —2), C(4, 7)
nokatlara simmetrik nokatlary tapmaly.
7. Polyar koordinatalarynda A(3, /4), B(L, —n/4), C(4, 3n/4),
D(2, —3n/4) nokatlary gurmaly.
8. Polyar koordinatalarynda berlen A(2, n/3), B(6, —n/2), C(5, n)
nokatlaryn goniiburcly dekart koordinatalaryny tapmaly.
9. Dekart koordinatalarynda berlen  A(-1, 1), B(0, 2),C(3, 0), D(1, 1)
nokatlaryn polyar koordinatalaryny tapmaly.
10. Berlen A(4, 3), B(0, 0),C(~3, —4), D(6, 8) nokatlar boyunga
1) A we B; 2) A weC; 3) Awe D; 4 Bwe C;5 BweD
nokatlaryn arasyndaky uzaklyklary hasaplamaly.
11. IKi catyk depeleri A(5, 6), B(9, 2) nokatlarda bolan kwadratyi
meydanyny hasaplamaly.
12. A(O, 2), B(Z, 0) depeleri berlen dentaraply ABC iigbur¢lugyn C
depesinin koordinatalaryny tapmaly.
13. A(-3, —5), B(5, 3) depeleri berlen defitaraply ABC iicburglugyi
meydanyny hasaplamaly.
14. A(l, l), B(l, 6), C(5, 9)depeleri berlen ABCD rombun meydanyny
hasaplamaly.
15. [AB] kesimin ortasynyn koordinatalaryny tapmaly: 1) A(S, —7),
B, 9); 2) A-5 -1), B(-3, —1); 3) A2 6), B(-8, -12).
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16.Depeleri A(— 4, 2), B(6, 8), C(4, —10) nokatlarda bolan iicburglugyi
medianalarynyn esaslaryny tapmaly.

17. Bir ujy A4, 5) nokatda bolan [AB] kesimii ortasy C(-3, 7)
nokatda yerlesyar. Kesimin beyleki ujyny tapmaly.

18. Berlen A(L, 2) we B(-1, 4) nokatlar boyunga [AB] kesimi A
nokatdan baglap 1:2 gatnagykda bolyan C nokady tapmaly.

19. [AB] kesim A nokatdan baslap C(4, 1)  nokat bilen 1:4
gatnagykda bdliinen. A nokadyii koordinatalaryny tapmaly.

20. ABC iigburgluklaryin meydanlaryny tapmaly:
1) A2 -2), B(6, 2), C(4,8); 2) A-1 5), B(4 8), C(6, 2).

21. Ucburglugyn A(3, 5), B(6, —2) depeleri berlen. ABC iicburglugyi
meydany 15-¢ defi bolar yaly Oy okunda C nokady tapmaly.

Jogaplar
1.1) 3 2) —7: 3) 14, 4 -5. 2.1) 5 2)13; 3) 6; 4) 5.
3.1) A-3); 2) AQL): 3) A@®).5. 1) Al( —-4), B)(-2, -5),C ( 3 3).
6.1 A@L -2), B3 2).C,(-4 -7).8. A, ¥/3), B(0, -6),C(-5, 0).

9. A2, 3n/4), B(2, n/2), C(3, o), (JE, 7/4). 10. 1) 5; 2) 72
3) ¥29; 4) 5; 5)10. 11. 32.12. C,{1+ V3, 1++3), C,(L-+3, 1-+3).
13. 324/3. 14.20. 15. 1) (4, 1); 2) (-4, 0); 3) (-3, —3).16. 1)
(1, 5); 2) (0, -4); 3) (5 -1). 17. B(-10, 9). 18. C(1/3, 8/3).
19. A(3, 0). 20. 1) 24; 2) 18. 21. C,(0, 2), C,(0, 22).
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I. 2. BIRINJI WE IKINJI TERTIPLI ALGEBRAIK CYZYKLAR
§ 2.1. Tekizlikde goni ¢cyzyklar

1. Goni ¢yzyklaryn diirli gorniisleri. Tekislikde goniiburgly dekart
koordinatalar sistemasyna gord goni ¢yzyklary diirli usullar boyunca berip
bolar. Sona baglylykda olar diirli gorniisddki denlemeler arkaly aiiladylyar.
Goniiburgly dekart koordinatalar sistemasynyn Oy okuna parallel bolan we
onun Ox okuny A(a, 0) nokatda kesydn goni ¢yzyga seredelein (1-nji
surat). Ol géni ¢yzygyn denilemesi

X=a @ Y
gorniisddki denlemedir.Hakykatdan-da,ol goni
cyzygyn islendik M (X, y) nokadynyn X
koordinatasy (1) deiileméini kanagatlandyryar
we ol goni ¢yzykda yatmayan hi¢ bir nokadyn
X koordinatasy ony kanagatlandyrmayar.

Eger a=0 bolsa, onda goni ¢yzyk Oy oky A
bilen gabat gelydr we onuf denlemesi
x=0 (2)

bolar 1-nji surat

Orta mekdebin matematikasyndan belli bolsy yaly Oy okuny kesyéin
goni ¢yzygyn denlemesi

y=kx+b (3)

gorniisdedir, bu yerde k=tga onun bur¢ koeffisiyenti bolup, o - goni

¢yzyk bilen Ox okunyn arasyndaky bur¢dyr, b =0B bolsa goni ¢yzygyn

Oy okunda kesip alyan ugrukdurulan OB kesiminin ululygydyr. (3)
deiilemé goni ¢yzygyn burc¢ koeffisiyentli denilemesi diyilydr. Eger goni
¢yzyk OX okuna parallel bolsa, yagny ao=0, k=0, onda (3) defileme
y=b
gorniisi alar. Ox okunyn dhli nokatlarynyn y koordinatasy nola denidir.
Sona gord-de Ox okunyn defilemesi
y=0
bolar. (3) goni ¢yzygyn bur¢ koeffisiyentini sol goni ¢yzykda yatyan iki
dirli B(x;, y;), M(X,, y,) nokatlaryii koordinatalary arkaly ailatmak
bolar. (3) goni ¢yzykda yatyandygy iicin olaryin koordinatalary sol
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