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yokary okuw mekdepler {i¢in okuw gollanmasy. —37 sah.

Gollanma matematikanyn esasy diistinjelerinit biri bolan “Densizlikler”
baradaky diistinjelerini gineltmek we kémillesdirmek isleydn okuwgylara
niyetlenendir. Gollanmada umumybilim beryidn orta mekdeplerin matematika
dersine degisli okuw kitaplarynda hodiirlenmedik, has ¢ylsyrymly defisizlikleriii
birndgesi subut edilip gorkezilendir. Gollanmada funksiyanyni ekstremumyny
ulanyp, diirli yyllarda hodiirlenen dowlet we halkara béslesiklerinin yumuslarynyn
coziilisleri hodiirlenendir. Bu gollanmada hodiirlenydan usullar ilkinji nobatda
matematikadan ders béslesiklerine we giris synaglaryna tayyarlanyan okuwcylara
niyetlenendir.

Bu gollanmada hodiirlenydn usullary mugallymlar gyzyklanma sapaklarda,
yokary synp okuwgylary we talyplar baslesiklere tayyarlanmakda gosmaca

maglumat hokmiinde peydalanyp bilerler.
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TURKMENISTANYN DOWLET BAYDAGY



TURKMENISTANYN
DOWLET SENASY

Janym gurban sana, erkana yurdum,
Mert pederlen ruhy bardyr kontilde.
Bitarap, garassyz topragyn nurdur,

Baydagyn belentdir diinyédn oniinde.

Gaytalama:

Halkyn guran Baky beyik binasy,
Berkarar dowletim, jigerim-janym.
Bagslaryn tdji sen, diller senasy,

Diinya dursun, sen dur, Tiirkmenistanym!

Gardasdyr tireler, amandyr iller,
Owal-ahyr birdir bizin ganymyz.
Harasatlar almaz, syndyrmaz siller,
Nesiller dos gerip gorar sanymyz.

Gaytalama:

Halkyn guran Baky beyik binasy,
Berkarar dowletim, jigerim-janym.
Bagslaryn tdji sen, diller senasy,

Diinya dursun, sen dur, Tiirkmenistanym!



Giris

Gahryman Arkadagymyz
Gurbanguly Berdimuhamedow:
Uly-ki¢ci her bir isde kayyldyr ol gullugyna,
Kiilli tiirkmen halky dicin omaiir janly tildigine,
Alynmysdyr asmanlaryn keramatly belligine,
Pdhim-payhas ummany Magtymguly Pyragy.
Berkarar dowletin tdze eyyamynyn Galkynysy dowriinde Hormatly
Prezidentimiz ~ Gahryman  Arkadagly @ Serdar = Berdimuhamedowyn
bastutanlygynda ynamly gadamlar bilen Osiisin tdze belentliklerine tarap
baryan yurdumyzda Watanymyzyi giilldp 6smeginiit we halkymyzyn bagtyyar
durmusynyn kepili bolan diiypli 6zgertmeler istiinlikli durmusa gecirilyar.
Bellenilisi yaly, hizirki wagtda Arkadagly Gahryman Serdarymyzyn «Watan diiie
halky bilen Watandyr! Dowlet dine halky bilen dowletdir!» diyen parasatly
taglymatyna layyklykda, berk bedenli, sagdyn ruhly, gin diinydgarayysly,
ruhubelent nesli kemala getirmek babatda alnyp barylyan isler diinya nusgalykdyr.
Gahryman Arkadagly Serdarymyz tiirkmen yaslarynyn yiti zehinine, ylmy
islerine, tisin ukyp-basarnyklaryna ayratyn iins ¢ekip: «Yaslar mihriban
halkymyzyi, eziz Watanymyzyn beyik geljegini gurujylardyr, jemgyyetimizin igjen
bolegidir. Eziz Diyarymyzyn giiy¢-kuwwaty, abray-mertebesi we aydyn geljegi
bolan yaslar biziii alyp baryan islerimize, yurdumyzyn Osiislerine 6z mynasyp
gosantlaryny gosyarlar. Bu gilinki giin ylym-bilim, sport, medeniyet, sungat
ugurlarynda diinydde uly tstiinlikleri gazanyan tiirkmen yaslarynyn dowletimiz
tarapyndan 0zlerine bildirilyén belent ynamy 6deyéandiklerine buysanyarys...» diyip
belleyar. Arkadagly Gahryman Serdarymyzyn tiirkmen yaslaryna bildirydn belent
ynamy-da, olara bolan ¢dksiz beyik soygiisi-de yurdumyzda Gahryman
Arkadagymyzyn esaslandyran yaglar syyasatynyn dowamat dowamy bolup, barha
rowaglanyandygyny ayan edydr. Bu bolsa yas nesilde ylym-bilimi diypli
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Ozlesdirmage, gozleg-taslama islerini yerine yetirmédge bolan howeslerini barha
artdyryar.

Densizlikler diisiinjesi matematikanynn 6zen diisiinjelerinini biri bolup, olary
subut etmeginn diirli usullary bardyr: Kosiniii defisizligi, Berulliniii defisizligi,
Nyutonyn densizligi, Cebisowyn densizligi we s.m. Gollanmamyzda funksiyanyn
ekstremumyny ulanmak bilen deiisizlikleri subut etmeklige seredyaris. Deiisizlikleri
subut etmeklik kébir yagdaylarda belli bir kyngylyklary doredyar. Kop iiytgeyjili
funksiyanynn ekstremumyny ulanmak netijesinde, densizlikleri subut etmek has
yenillesyar, hatda beyleki usullarda subut etmesi kyn ya-da miimkin bolmadyk
densizlikleri hem su usul bilen subut edip bolyar.

Gollanmamyzda umumybilim beryan orta mekdeplerin matematika dersine
degisli okuw kitaplarynda hodiirlenmedik, diirli derejediki baslesiklerde berlen has
kyn, ¢ylsyrymly densizliklerin birnigesini subut edip gorkezdik. Bu gollanmada
hodiirlenyan usullar ilkinji nobatda matematikadan ders béslesiklerine we giris
synaglaryna tayyarlanyan okuwgylara niyetlenendir.

Gollanmadaky subut edilen &hli densizlikler 611 belleysimiz yaly diirli yyllaryn
ders bislesiklerinde hodiirlenen meselelerifi sanawyndan saylanyp alyndy. Yone
densizlikleri subut etmekde bu usuly ulanmak tg¢in, ilki kop iytgeyanli
funksiyalaryn ekstremum bahalaryny tapmagy basarmaly. Ol usullaryn diiyp
manysyny berydn teoremalar we olaryn subutlary gollanmamyzyn diiyp 6zenini
diizyar. Gollanmamyzda getirilen delillere esaslanyp “Funksiyanyi ekstremumyny
ulanyp densizlikleri subut etmek™ atly temany saylap aldyk.

Gollanma girisden, iki bapdan, birinji bap ii¢ bdliimgeden, ikinji bap iki
boliimgeden, netijeden, peydalanylan edebiyatlaryn sanawyndan, gosundylardan
ybarat bolup, umumy 37 sahypa.

Girigsimizde saylanyp alynan gollanmanyn temasynyn wajyplygyny we
dowrebaplygyny esaslandyrdyk.

Birinji bap “Kop tliytgeydn ululykly funksiyalaryn ekstremum nokatlarynyn
tapylysy” bolup, onda: kop iytgeyan ululykly funksiyalaryn ekstremum
nokatlarynynn tapylysy baradaky teoremalaryn subutlary; densizlikleri subut
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etmekde kop tytgeyan ululykly funksiyalaryn ekstremum nokatlarynyn ulanylysy;
iki ndbellili ikinji derejeli funksiyalaryii ekstremum bahalaryny tapmak tigin C++
dilinddki programmanyn diiziilisi; yaly boliimgelere degisli maglumatlar logiki
yzygiderlikde beyan edildi.

Ikinji bap “Kop tytgeyan ululykly funksiyalarda sertli ekstremumy
kesgitlemek” diylip altandyrylyar. Bu bapda “Sertli ekstremumy tapmaklyga degisli
teoremanyn subudy” we “Funksiyanyn sertli ekstremumyny ulanyp, denisizlikleri
subut etmek” yaly soraglara seretdik hem-de degisli mysallaryn c¢oziilislerini
getirmek bilen teswirledik.

Gollanmanyn sontunda one siiriilydn usulyn dhmiyetli taraplary baradaky
netija geldik.

Peydalanylan edebiyatlaryii sanawyny ylmy is yazmakdan edilyin talaplar
esasynda yazdyk.

I softunda gollanmanyn mazmunynyn, beyanynyn has diisniikli bolmagyny

niyetldp degisli gosundylary getirdik.
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| Bap. Kop iiytgeyéin ululykly funksiyalaryn ekstremum nokatlarynyn tapylysy

1.1. Kop iiytgeydn ululykly funksiyalaryn ekstremum nokatlarynyn tapylysy
baradaky teoremanyi subudy

Ol teoremalar sulardan ybarat:
Teorema 1: Eger funksiya z = f(x,y) x = x, we y = y, nokatlarda ekstremum
bahany alyan bolsa, onda funksiyadan x-a we y-a gord alnan 6ntimleri sol nokatlarda
nola dendir ya-da funksiyanyn ekstremum bahasy yokdur. (Subudy: 7-nji gosundy.)
Teorema 2: Eger M(xo,Yo) nokat z = f(x, y) funksiyanyn ekstremum nokady bolsa
yagny, fi (Xo¥o) = 0 we f;;(xo¥o) = 0 haganda x = x, We y = yo:

1) f(x,y) funksiya maksimum bahany alyar, hacanda:

2 (X0, Y0) fyy (X0, ¥0) — (fxlglz(xo;%))z > 0 we fix(X0,¥0) <0,

2) f(x,y) funksiya minimum bahany alyar, hacanda:
ox (X0, Y0) fyy (X0, ¥o) — (fity (X0, ¥0))* > 0 we fix(x0,¥0) > 0.

3) f(x,y) funksiya minimum we maksimum bahalary kanagatlandyrmayar,
hacanda:
o (X0, Yo) fy (X0, ¥0) — (fity (X0, ¥0))* < 0

4) Eger £14.(xo, o) fiy (0 ¥0) — (it (X0, %)) = 0 bolsa, onda funksiyanyii
ekstremumy ya bolup biler ya-da bolup bilmez. (bu sertde kop gozlegi talap edyér).

Subudy:

Teyloryn formulasyny (subudy: 8-nji gosundy) vazalyn, formulany seyle
ozgerdelin:
Xo=a; YVo=b; x=xy+ A4x; y =y, + Ay; Onda, formula:
f(xo+4x,y0 + Ay ) = f(x0,¥0) + Axfy (x0,¥0) + Ay fy (X0, ¥0) +

1 144 14} 14}
+ 2 [4x? fix (%0, yo) + 24xAy £15 (%0, ¥0) + AY? £33, (%, ¥0) | + adp?; hacanda

Ap = {/(x — a)? + (y — b)2. Sert boyunca f;(x, o) = 0 We f, (x, ¥o) = 0 onda:
Af = f(xg+4x,yo + Ay ) — f(xo,J’o) = %[sz o (X0, Vo) + 24xAy 1, (X0, Vo) +

+A4y? 3/’3’/(350»3’0)] + adp?,

Sl
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Goy, fll(xo, Vo) = 4; fy'J';(xo;}’o) =C; fry(x0,¥0) = B; diyip belgililin.
20 L (92)" Z 1 bolany iigin Ax = 4 Ax = Apssi Isyp bileri
(E) + (E) = 1 bolany tli¢in Ax = Ap cosy we Ax = Ap sin y galsyp bileris.

Af funksiyada ornuna goyup alarys:

Af = %(AP)Z[ACOSZ)/ + 2B siny cosy + Csin’y] + adp?3; )
Goy, A # 0 bolsun we (1) kwadrat yaydaky ailatmany A-a kdpeldip boliip
ozgerdelin:

1 (Acosy + Bsiny)? + (AC — B%)sin%y
7 = 2! (Ap)°l A + 2adp]; (2)

1) Goy, AC —B? >0 we A < 0 bolsun. (2)-nji formulada kwadrat yayyi

icindéki drobyn sanawjysyndaky iki sany poloZitel anlatmalar birlikde ikisi hem
nola defi bolup bilmeyar. Birinji yay tgy = —= emma ikinji yay siny = 0 bolanda
bolyar. (Sebébi % = 0; A # 0). A<O0 bolany ii¢in drob otrisatel (nola deni bolmadyk).
Onda droby -m? diyip belgildlini. Onda (2) Af = %(Ap)z[—m2 + 2adp], bu yerde
m Ap — a garassyz, adp — 0 haganda Ap — 0 bolanda. Onda Ap-nin has kigi
bahasynda seyle bolar: Af <0; f(xo+ A4x,y0+4y) — f(xy, V) < O.
(xo + 4x,y, + Ay ) nokat (x,,y,) nokada has yakyn. Onda f(x,y) < f(xq, Vo)

bolar, (x4, y,) nokat f(x, y) funksiyanyn maksimumydyr.
2) Goy, AC — B? > 0 we A > 0 bolsun. Onda (2)-nji formulada kwadrat yayyn

icindiki droby m? diyip belgilip bileris. Onda, Af = %(Ap)z[m2 + 2adp] ya-da
f(x,y) > f(xq,y0) bolar (x4,y,) nNokat f(x,y) funksiyanyn minimumydyr.
3.1) AC — B* < 0 we A > 0 bolanda:

1 Acosy + Bsiny)? (AC — B?)sin?
af = - (apy [P0 A B)  (ACZBDSY | sy

kwadrat yayyn i¢inddki droblaryn biri polozitel, beylekisi otrisatel. Eger siny=0

bolsa Af > 0 funksiya artyar. Eger tgy = —3 bolsa Af < 0 funksiya kemelyir.

3.2) Eger, AC—B*<0 we A<O0 bolanda-da, funksiya 3.1-diki yaly

maksimum we minimum baha alyp bilmeyar.

—
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3.3) AC — B> < 0we A = 0 bolanda, (B # 0) (1)-diki formula su gorniisinde
bolar: Af = %(Ap)z[siny(ZBcosy + Csiny) + 2adp]; Af funksiya y-e goré
alamatyny iiytgedyir. Sonufi ii¢in funksiya A bagly bolmazdan AC — B2 <0
bolanda (x,, y,) nokatda funksiya maksimumy hem minimumy hem alyp bilmez.

4) AC — B? = 0 bolanda bu yagdayda (2)-diki formuladan:

1 (Acosy + Bsiny)?
af = o (P2

bu yerde drobun polozitel ya-da otrisateldigini aydyp bolmayar.

+ 2adp];

Eger, y = arctg(— %) bolsa Af funksiya 2a-nyn bahasy bilen kesgitlenilyar.
Onda AC — B? = 0 bolanda funksiya maksimum we minimum bahalary ya alyp
biler ya alyp bilmez, bu yagdayda mesele kop deriiewi talap edyar.

Seylelikde, teorema 2 dolulygyna subut edildi.
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1.2. Densizlikleri subut etmekde kop iiytgeyan ululykly funksiyalaryn
ekstremum nokatlarynyn ulanylysy

Mysal 1: Densizligi subut edini. (Kolumbiya 2001y.)
3(x+y+1%+1=3xy (bu yerde x,y € R).

Coziilisi:

z=3(x +y+ 1)? — 3xy funksiyanyii ekstremum bahasyny tapalyfi.
1) Funksiyanyn kritiki nokatlaryny tapalyn.

zy =6(x+y+1)—3y; zy =6(x +y+1)—3x;

{6(x+y+) 3y 0:{X+Y :x:y:_gondafunksiyanyﬁ

6(x+y+1)—3x=0 X+ 2y=-2

M(— 2; — g) bolan kritiki nokadyny alarys.
2) Funksi}'/anyﬁ ikinji tertipli 6niimlerini tapyp, kritiki nokadyny dernélin.

= (Zxx)m = B = (ZJ,c,y)M =3; C= (23’1’31)M = 6;
AC—B%*=27>0 weA>0 onda funksiya M(—=;—2) nokatda minimum
bahany alyar, yagny z,,;, = —1.

Funksiyanyn grafiginden hem gorniisi yaly funksiya M (— %; — g) nokatda
minimum bahany alyar. Ondaz > —1 = 3(x + y + 1)? + 1 = 3xy s.e.s. deiilik

hacandax =y = —§ bolanda.

13




Mysal 2: Densizligi subut edin.
x*+y*+8=>8xy (bu yerde x,y € R)
Coziilisi:
z = x* + y* — 8xy funksiyanyf ekstremum bahasyny tapalyi.
1) Funksiyanyn kritiki nokatlaryny tapalyn.
z;, = 4x3 — 8y; zy, = 4y* — 8x;
4x3 —8y =0 y ==-x3
—

= x(x2—-16)=0=>x;, =y, =0 we
4y3 —8x =0 1.9 9 =0 x(x ) X1 =W
8

x, =y, = +V2. Onda funksiyanyii M;(0;0) we M,(+v2;+v2) kritiki

nokatlaryny alarys.

2) Funksiyanyn ikinji tertipli 6niimlerini tapalyn.

zyh = 12x%; Zyy = —8; zyy, = 12y%;

3) Funksiyanyn birinji kritiki nokadyny dernalin.

M;(0;0) nokatda A = (zy)m = (12x*)y =0; B = (z))u = —8;

C = (zyy)m = (12y*)y =0; AC—B*=—-64<0 we A = 0 funksiya bu
nokatda ekstremum bahany alyp bilmez.

4) Funksiyanyn ikinji kritiki nokadyny deriialin.

M, (£V2; £V2) nokatda 4 = (zpy )y = (12x2)y = 24; B = (z3,)y = —8;
C = (zyy)m =12y*)y =24, AC—B?>=80>0 we A> 0 funksiyabu

nokatda minimum bahany alyar, yagny z,,;, = —8.




Funksiyanyn grafiginden hem gorniisi yaly funksiyanyii minimum bahasy
Zmin = —8, bu baha funksiya M, (+v2; +v2) nokatda yerine yetyiar. Onda
z>—-8=x*+y*+8>8xy s.e.s. deilik hacanda x = y = ++/2 bolanda.
Mysal 3: Densizligi subut edin.
2A+yH+y2A+xH) <A +xHA+yH (bu yerde x,y € R)
Coziilisi:
z=x*(1+y") +y*(1 +x*) —x* — y* — x*y* funksiyanyfi ekstremum
bahasyny tapalyn.

1) Funksiyanyn kritiki nokatlaryny tapalyn.
zy = 2x(1 4+ y*) + 4y2x3 — 4x3 — 4x3y*;
zy, = 4x2y3 + 2y(1 4+ x*) — 4y* — 4y3x%;

{Zx(l + ) +4y?x3 —4x3 — 4x3y* =0 {xl =0 we

4x%y3 + 2y(1 + x*) — 4y3 —4y3x* =0 y1 =0

{1 :i’ i I ;z 2;52 - 3;2 - i;ii’ z _ 8 — Yokarky defilikden agakdaky defiligi
ayyryp alarys:  x* —y* +2(x? — y?) + 2x%y* — 2y%x* = 0;

(x% —y2)(x? +y? — 2x%y%2 + 2) = 0;

Birinji yagdaydan x? + y? — 2x?y? + 2 = 0; defilikden gomiisi yaly x? # %

x2+42
2x2-1

dogrudyr. Onda y? = sistemada ornuna goyup alarys:

1+ x*+y%2(2x? — 2x* — 2) = 0. Goy, x* =t bolsun. 2t — 3t? + 2t — 1 = 0;
t—1DQR2t*—t+1)=0; 2t>?—t+1=0> D = -7 <0 defleminifi hakyky
koki yok. Onda x? = y2 = 1 bolmaly. Seylelikde, bu defilikden funksiyanyn
M;(1;1), M,(—1;1), M;(1;-1), we M,(—1;—1) kritiki nokatlaryny taparys.
2) Funksiyanyn ikinji tertipli Oniimlerini tapalyi.

Zyy = 1+ y* —6x% + 6x%y? — 6x%y*;  z)), = 4y>x + 4x3y — 8x3y3;

zyy =1+ x* = 6y* + 6x%y* — 6y°x*;

3) Funksiyanyn kritiki nokatlaryny dernalin.

M;(1;1), M,(—1;1), M3(1;-1), we M,(—1;—1) nokatlaryn dhlisinde hem
A= (zm, = (A +y* —6x + 6x%y* — 6x°y ")y, = —4;
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B = (zy)m, = (4y°x + 4x°y — 8x3y3)y, = 0;

C =(z, = @+ xt—6y? +6x7y? — 6y*xh)y, = —4;

(buyerde i = 1;2; 3; 4 sanlar) deilikler dogrudyr.

AC — B? =16 we A < 0, sonui iicin M, (1;1), M,(—1;1), M;(1;—-1), we
M,(—1; —1) nokatlaryn dhlisinde hem funksiya maksimum bahany alyar, yagny

Zmax = 1.

Funksiyanyn grafiginden hem gorniisi yaly funksiyanyin maksimum bahasy

Zmax = 1.0ndaz < 1= x*(1+yH) +y21+xH) <A +xHA +y*) ses.

denilik, haganda x? = y2 = 1 bolanda.

Mysal 4: Densizligi subut edin. (Bcepoccwuiickuit 1992-1993r.)
x2+xy+y?=3(x+y—1)

Coziilisi:

z=x%+ xy + y? — 3x — 3y funksiyanyf ekstremum bahasyny tapaly.
1) Funksiyanyn kritiki nokatlaryny tapalyn.

Zy =2x+y—3; zy, =2y +x—3;

N
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{Zx +ty—3=0 = x = y = 1 onda funksiyanyn M (1; 1) kritiki nokadyny alarys.

2y+x—-3=0
2) Funksiyany ikinji tertipli onlimlerini tapyp, kritiki nokadyny dernélin.
A= (Zyu =2 B = (Zp’c’y)M =1; C= (23’/’3/)M =2;
AC —B?=3>0 we A >0 onda funksiya M(1; 1) nokatda minimum bahany

alyar, yagny zZ,,in = —3.

Funksiyanyn grafiginden hem gorniisi yaly, funksiyanyfi minimum bahasy
Zmin = —3.0ndaz = -3 =>x?+xy +y%2>3(x+y—1) s.es. deflik, hacanda
x =y = 1 bolanda.

—
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1.3. Iki néabellili ikinji derejeli funksiyalaryn ekstremum bahalaryny tapmak
iicin C++ dilindéki programmanyn diiziilisi

z=f(x,y) =ax®*+bxy+cy*+dx+ey+r; (a#0, c#0) bolanda
funksiyanyn ekstremumyny tapmagyin C++ dilindéki programmasy.

#include <iostream>
#include <cmath>
using namespace std;
Int main()
{
floata, b, ¢, d, e, r, C1, BT, AL, M, x, v;
cout << "z=f(xy) = a*x"2 + b*xy + c*y"2 + d*x + e*y + r funksiyanyn

ekstremum bahalaryny tapmak ucin programma: " << endl<<end|;
cout<<"Bu yerde 'a' we 'c' den daldir nola"< < endl<<end|;
cout << "a="

cin >> a;

cout << "b=",

cin >> b;

cout << "c="

cin >> ¢

cout << "d=",

cin >> d;

cout << "e="

cin >> e;

cout << "r="

cin >>r;

cout<<end|

Al=2*3,

B1=D;

Cl=2%*¢

M= A1*C1-B1*BT,
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if (M >0 &&AT>0){
x=0b*e-2*c*d)/(d*a*c-b*Db)
y={m*d-2*a*e)/(4*a*c-b*b),
cout << "f(x,y) funksiyanyn minimum bahasy bar:z(min)=" << a *
pow(x, 2) + b *x*y + c* pow(y, 2) + d *x + e *y + r <<endl<<end]
cout << "hacandax="<<b*e-2*c*d)/ (4 *a*c-b*Db) <<
y="<<(b*d-2*a*e)/(4*a*c-b*b) << "bolanda." <<endl<<end|
}
if (M >0 && AT <0){
x=(p*e-2*c*d)/(4*a*c-b*b)
y={0*d-2*a*e)/(4*a*c-b*b),
cout << "f(x,y) funksiyanyn maksimum bahasy bar:z(max)=" << a *
pow(x, 2) + b *x*y + c*pow(y, 2) +d *x + e *y + r <<endl<<end|
cout << "hacandax="<<(b*e-2*c*d)/ @4 *a*c-b*b) << "
y="<<(b*d-2*a*e)/(4*a*c-b*Db) << "bolanda." <<endl<<end|
}
if (M < 0){
cout << "f(x,y) funksiyanyn ekstremum bahasy yok" <<end|
}
it (M ==0){
cout << "f(x,y) funksiyanyn ekstremum bahasy ya bolup biler ya-da
bolup bilmez" <<end|

J

return O;
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I1 Bap. Kop iiytgeyin ululykly funksiyalarda sertli ekstremumy kesgitlemek

2.1. Sertli ekstremumy tapmaklyga degisli teoremanyn subudy

Goy, u = f(x,y) funksiyanyn ekstremumyny tapalyn, hacanda ¢(x,y) =0
cozmezden 61 birnédge afilatmalaryi iistiinde durup gecelifi.

Goy, z = f(x,y) funksiyada Ax we Ay yzygiderlikde x we y —in artdyrmasy
bolsun. Onda 4,z = f(x + 4x,y) — f(x,y) muna funksiyanyn x — a gord hususy
artdyrmasy diyilyar. Funksiyanyn y — a gord hususy artdyrmasy bolsa,

Ayz = f(x,y + 4y) — f(x,y) subolar. 4z = f(x + 4x,y + Ay) — f(x,y) muna
funksiyanyn doly artdyrmasy diyilyar.

Kesgitleme: z = f(x,y) funksiyanyn hususy artdyrmasynyn, yagny Az —in
(x —a gord) Ax artdyrma bolan gatnasygynyn predelinin Ax nola ymtylandaky
bahasyna z = f(x,y) funksiyanyn x —a gora hususy oniimi diyilyar.

Basgaca z,; fi, (x,y); Z—)ZC; Z_f su gorniisde yazylyar. Yagny:

X

dz  Ax . fx+4xy) - f(xy)
= lim = lim ;

dx 4x>0 Ax  Ax—>0 Ax

Doly artdyrmanyn yazylysyna gord: Az = f(x + Ax,y + 4y) — f(x,y) =
=[f(x+4x,y +4y) — f(x,y + Ay)] + [f(x,y + Ay) — f(x,¥)]. Indi bolsa
Lagranzyn teoremasyny ulanalyn: f(x,y + 4y) — f(x,y) = Ay %’;m; bu yerde

y ululyk, y we y + Ay ululyklaryn aralygynda yerlesyar. Suna menzeslikde birinji

of (x,y+4y) .

kwadrat yayy hem yazalyn: f(x + 4x,y + 4y) — f(x,y + 4y) = Ax pom—

bu yerde X ululyk x we x + Ax ululyklaryn aralygynda yerlesyér. Onda:

of (x,y + Ay) f (x,y)
Az = A Ay ————;
VA X ) + Ay 3y
lim Of xy+dy) _ 0f(xy)
Ax—0 ox dy
Ay=0 o) arcey ( SCOEDL T We ¥ ululyklar yzygiderlikde x; x + Ax; y
lim = V) — Y
Ax—0 oy ay
Ay—0
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we y+ Ay aralyklarynda yerlesyar. Ax - 0 we Ay — 0 bolanda x we y
ululyklar yzygiderlikde x —a we y —a ymtylyarlar. Onda:

of (x,y+4y) _ 9of(x, y)

d d 1 ,
af(;’y) B af(x;) @, We ¢, nola ymtylyar, hacanda Ax we Ay nola
5~ ax T P2
y x
of (x,y) 6f(xy)

ymtylanda we 4z = Ax ———=+ Ay + @14x + @, Ay;

ox

Cylsyrymly funksiyanyn hususy oniimi we doly oniimi.
Goy, z = F(u,v) we u = ¢(x,y), v = 60(x,y) bolsun. Z—i we Z—)Z/ —1i hasaplalyn.
x argumente Ax artdyrma berelin. Onda u we v hem yzygiderlikde 4,,u we 4, v
yaly artdyrmalary alar. Yokardaky defilige menzeslikde alarys:
Az = A S+ 8,0 2+ @ Au + @40 bu defiligi Ax —a bolelif. Onda:

Az _ Ayu OF Axv. aF Ayu

Ax Ax Ou Av av P1 Ax

+ @2% yokarda belleysimiz yaly 4Ax — 0

bolanda A,u - 0 we A4,v — 0 bolar, ¢; we ¢, hem nola ymtylyar. Onda

denilikden Ax nola ymtylandaky predelini alyp, asakdaky denligi alarys:

92 _ . 9% 1 %% \ve sufta mefizeslikde 2= = 2. 95 4 ¥ . OF,
ax _ ax ou  ox ov 3 3 y_ay ou dy ov’

Birndge kop tiytgeyén ululykly funksiyalar hem suia meiizes, meselem:

w = F(z,u,v,s) buyerde z,u,v,s &hlisi hem x —a garasly funksiyalar. Onda

ow 0z ow , dv dw |, du Ow | Js Jw
o ox 22 ox E-Fa E-Fa rr su gorniisde bolar. Eger z = F(x,y, u, v)

funksiya bu yerde y, u, v dhlisi hem x —a garasly funksiyalar, onda E —1 tapalyn.

dz 0z O0x 0z O dz Ou , 0z Ov dy du du av dv 0Ox
Lo Y R S nda 2= s S Ty
dx dx d0x 0y 0x Ou O0x dx ax dx ' 0x dx’ ax dx 0x

v az 0z 0z dy 0z du , 0z dv 1
lan m=—=—+——4——+4—-— mun ly onim divilyar.
bolany ti¢ ™ 6x+6y dx+6u dx+6v ™ una doly oniim diyilya

Teorema 3: Goy, kdbir x —a gord y funksiya kébir F(x,y) = 0 deiileme bilen
d 9F
berilsin. Onda d—z = g—,’ﬁ su gorniisde bolar (bu yerde Z—F * 0).
5y y
Subudy:

x argumente Ax artdyrma berelin. Funksiya y hem Ay artdyrmaalar. F(x,y) = 0

V” \V
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bolany li¢in F(x + Ax,y + Ay) = 0 bolar. Bu denliklerden F(x + Ax,y + Ay) —
—F(x,y) = 0 deiiligi alarys. Yokardaky defilikden suny alarys:

AF = F(x + Ax,y + Ay) = F(x,y) = Ax >+ AyZ—i + 9 4x + @,4y. AF = 0 bolany

iigin Ax 2= + Ayz—z + @, A% + @,y = 0 bu defiligif iki bolegini hem Ax —a boliip

oF
: 32 T®
g tapalyn: 2 = — & ~: Ax > 0 bolsa @, Wwe ¢, ululyklar hem nola
Ax Ax E-l—goz
d 9F
ymtylyar. Denlikden Ax — 0 bolandaky predelde alsak: d—z = — g—; ;
ay

Gelin, indi yokardaky meseld dolanyp gelelin u = f(x,y) funksiyanyn
ekstremumyny tapalyn, hacanda ¢(x,y) = 0 bolanda. Eger, biz ¢(x,y) =0
denlikden y —i x —a gord tapyp bilsek, onda u = f(x,y) funksiya birnabellili
bolyar. Gelin, ¢(x,y) = 0 deiligi ¢6zmin funksiyanyn ekstremumyny tapalyn.
¢(x,y) = 0 bolany iigcin y —i hem x —a gord bir funksiya diyip diisiinip bolar.
u = f(x,y) funksiyanyn ekstremum bahasyny tapmak ii¢cin, u —nyn x —a gora

onlimi nola deni bolmalydyr.

du u Bu d d af d
dx ox By dx dx Jdy dx

Jdo dy

¢(x,v) = 0 denlikden teorema 3 boyunc;a ~+ e

= 0 alarys. Sonky denligi

ndbelli 4 komekei kopeldija kopeldip, (1) formulany gosalyi. Onda:

of | of dy _(6(,0 do dy) of do (af 6(,0)
2% T3y dx+/1 a+ayd —0:> +/1 -+ +Ay —=0.

Onson A komekei kopeldijini é + /16—2 bolar yaly saylap alalyii. Onda
+ /16(p = bolar. Sunlukda ekstremum nokatlary {i¢ sany denlik

kanagatlandyr}'lar. Yagny:
of + Aa_(p =

o 4 ,1‘;_‘5 — (0 ; budeiiliklerden x,y we A kémekei kopeldijini kesgitlép bileris.

@(x,y)=0

L=
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Kibir mysallarda F(x,y,4) = f(x,y) + A¢p(x,y) funksiya doredilydar. Basgaca A
komekei kopeldijd — Lagranzyn kopeldijisi hem diyilyér.

Goy, n nibelli ululykly funksiyanyn ekstremum bahasyny tapmaly bolsun.
u = f(xq,x9,%3,...,%X,) =0 funksiyanyn m sany sertli denligi bolsun yagny,
by (g, %5, X3, 0 ,Xp) =05 Py(xq, x5, X3, 0 , X)) =0, 00, P (X1, X0, X3, 000, %) =0
bolsun. Onda yokardaky yaly funksiya diizelin:
F(x1, %2, X3, e, X, A1, Ay Agy e, ) = F g, X0, X3y oo, X)) + A101 (Xq, X2, X3, 0, X)) +
+ Aypy (X1, X2, X3, e, X)) + oo+ AP (X1, X3, X3, ..., Xp,). Funksiyanynl hususy 6niim-

of 6402

6401 o0Pm __ 0: of

lerini nola denldp alarys. a—+ /11 + /12 + e+ Ay oy o +
d d 0 0 0
gt gttt A =0 +,11 o TGt t
2
0 ..
+A, (pm = 0; jemi m + n sany denlemelerden x,, x5, X3, ... , X, We A4,25, 13, ..., Ay

ululyklary kesgitlemeli. Yone yene bir mesele su tapylan ululyklarda funksiya
maksimum ya-da minimum ya-da ekstremum bahany almanam biler, biz &hli
yagdaylary acyk yagdayda galdyrarys. Bu meseldni esasy komek¢i nazarlar arkaly

coOzeris.
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2.2. Dersizlikleri subut etmekde sertli ekstremumyn ulanylysy

Mysal 1: a,b,c > 0 we (a+ b)(b+ c)(a+ c) =1 bolsa, subut etmeli.
ab+bc+ac<> (Ruminja 2005y.)

Coziilisi:

Goy, u=ab + bc +ac bolsun we meseldninn sertini iiytgedip, funksiyanyi
maksimum bahasyny tapalyil. Onda kodmekg¢i funksiyany diizelin.

F(a,b,c,2) =ab+ bc+ac+ A((a+b)(b+c)(a+c)—1) hususy Oniimlerini
tapaly:

E,=c+b+A(c+b)2a+c+b)=0
Fp=a+c+Ala+c)2b+a+c)=0 a,b,c > 0 bolany iigin,
F,=a+b+A(a+b)2c+a+b)=0

a+b+0,a+c#0, b+ c+#0 dogrudyr. Onda denlemeden gysgaldyp alarys:

(_+ _ _
2a+c+b
1 I4 .. .. . .
= —1 = a = b = ¢ bolyanlygy disiinikli. (a + b)(b+c)(a+c) =1
1
= -1
2c+a+b

deiilikden yerine goyup alarys: a = b =c = % bolar. Meseldniii manysy boyunca

hema=b=c= % bolanda funksiya maksimum bahany alar. Onda u,,,, = - =

S lw

>u< % = ab + bc + ac < % s.e.s. denlik hacandaa =b =c¢ = % bolanda yerine

yetyar.

Mysal 2: a,b,c > 0 we ab + bc + ac + 2abc = 1 bolsa densizligi subut edif.
vab +cb +ac <> (Ruminya 2005Y.)

Coziilisi:

Goy, Vab = x; \cb = y; Vac = z; bolsun. Onda detiligimiz su gdrniisde bolar:
x? +vy% + z% + 2xyz = 1. Subut etmeli zadymyz hem su gorniisde bolar:

x+y+z<

N | w

Goy, u = x + y + z bolsun we meseldnin sertini liytgedip, funksiyanyn maksimum

bahasyny tapalyn. Kémekg¢i funksiyany diizelin.

—
i
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F(x,y,2,1)) =x+y+z+A(x*+ y* + z*> + 2xyz — 1) hususy Oniimlerini tapalyn.
(75 = —22

(Fx’ =1+A2x+2yz) =0 x+yz

) 1
Fy=1+A2y+2xz) =0= y+xZ=—2/1:>x+y2=y+xz=Z+xy:
E/=1+12z+2yx) =0 1L _ o)

z+xy

x=y»)(1A-2)=0
=><{(x—2z)(1—y) =0 bu denliklerden birini alalyi. (x —y)(1 —2z) = 0 goy,
(z—=y)A-x)=0
birinji yagday iicin z =1 bolsun we y + xz = z + xy deilikde ornuna goyup
(x—1)(y—1)=0=x=1 bolsun. Onda x=z=1-i, x2+y?+2z%+
+2xyz = 1 detilikde ornuna goyanymyzda, (y + 1)> = 0 = y = —1 bu meselénif
sertini kanagatlandyrmayar. Onda x = y bolmaly. (x —z)(1 — y) = 0 bu deilik-
den x =z alarys, sebédbi yokardaky yaly x =y # 1. Onda x =y =z bolar.
x? +y% + 2%+ 2xyz = 1 defilikden 2x3+3x2=1=> (x + D2x2+x—1) =0;

x#1=22x>4+x—-1=0,x,=-1>0 ondax=y=z=%bolarwefunksi}'/a

.y , : , 3
meseldnin manysy boyunca hem maksimum bahany alar, yagny 1,4, = ;o uUS

1

S%:m+\/§+\/&£§ s.e.s. denlik hacanda x =y =z = -, Vab +

2

+\/E+\/E§§=>a=b=c=l bolanda.

2

Mysal 3: a,b,c >0 we a+ b+ c =1 bolsa, densizligi subut edin.

10(a® + b3 +c3)—9(a®+b>+c) =1 (Hytay Halk Respublikasy 2005y.)
Coziilisi:

Goy, u=10(a®+ b3+ c3)—9(a®+ b°+c®) bolsun we meseliniii sertini
tiytgedip, funksiyanyn minimum bahasyny tapalyn. Komekgi funksiyany diizelin.
F(a,b,c,2) =10(@®+b3+c®)—9(@>+b>+c®>)+A(a+b+c—1) hususy
onlimlerini tapalyii.

F; =30a? —45a*+ 1 =0 30a2 — 45q% = —1
F} = 30b% — 45b* + 1 = 0 = {30b2 — 45b* = —1  Birinji deiilikden ikinjini,
F/ =30c?—45¢*+21=0 \30c®>—45c*=-1

ikinjiden {i¢iinjini, birinjiden {i¢iinjini ayralyn:

L=
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(a? = b?)(3(a?+b?)—-2)=0
(c? — b?)(3(c? + b?) — 2) = 0 = Birinji yagday igin,
(a? —c?)B@*+c?»)-2)=0

a=h c=1-2a
1). = 2> 15a% — 12a + 1 = 0 kokleri

3(c? + bh?) =2 a’+ (1—2a)? =
a, = 12+320m =>c=1- 12+12‘/_ < 0 bu bolup bilmez. Onda a, = 12 320\/_
3
c1 = 3+ig/ﬁ. Onda funksiya u; =10- [2 12 2\/_) + (3+j;/ﬁ) ] —

—9[2 (12 320‘/_) + (3+i;/_) ] bolar we takmynan hasaplasak u; > 2 bolar.

Beyleki yagdaylarda hem u —nyn bahasy sol durkuna bolar.
( a’+c? =
2).1 a* 4+ b%* == sag taraplary defi, ¢ep taraplary hem defi bolmaly, onda

b? + c? =

WINWINWIN

a=b=c= \E emma, bua + b + ¢ = 1 denligi kanagatlandyrmaz.

3).a=b=c bolmaly a+b+c=1 denlikdena=b=c = % onda funksiya
u, = 1 bolar. Mysalyii manysy boyunc¢a hem funksiyanynn minimum bahasy u, = 1,
sebdbiu, > 2 > u, onda u,,;, = 1= 10(a® + b3 + c3) —9(a® + b® + c®) > 1;
s.e.s. denlik hacanda a =b =c¢ = % bolanda.

Mysal 4: a,b,c € R we a + b + ¢ = 0 bolsa, densizligi subut edin.

a’b? + c?b? + a®*c? + 3 = 6abc (Polsa 2004y.)

Cozilisi:

Goy, u = f(a,b,c) = a’*b? + c?b? + a*c? — 6abc bolsun we meselinii sertini
tiytgedip, funksiyanyn minimum bahasyny tapmaly. Komek¢i funksiyany diizelin.

E] = 2ac? + 2ab?> —6bc+ A1 =0
F, = 2ba* + 2bc?> — 6ac + 1 = 0 = Birinji defilikden ikinji defiligi, ikinji
F! = 2ca®? + 2cb?> —6ab+ A1 =0

denilikden t¢iinjini, liclinji defilikden birinji deiiligi ayyryp alarys:

L
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(a—b)(c>—ab+3c)=0
(c—b)(@a*—-cb+3a)=0= 1).{
(a—c)(b?—ac+3b) =0

= 3a(a+1) =0.

a=b+#c { c=-—2a
a’?—cbh+3a=0 a’?—ch+3a=0

a =0 bolsa u; =0 bolar.a = —1 bolsa u, = —3 bolar.
2).,.a=b=c bolsa a+b+c=0 denlikden=a =b =c =0 = u; = 0 bolar.
3). Eger a # b # ¢ bolsa

c’—ab+3c=0
a’ —cb +3a =0 Birinji denlikden ii¢linji denligi ayyryp alarys:
b>—ac+3b=0

c?—b?+ac—ab+3c—-3b=0=>(c—b)(a+b+c+3)=0=>c=b bu

serte garsy bolup bilmez.
Onda mysalyil sertine gord hem funksiyanyit minimum bahasy u, = —3, sebébi
Uy Uz > Uy ONdA Uiy, = —3 = u = -3 = a?b? + c?b? + a®c? + 3 = 6abg;

s.e.s. denlik hag¢anda (a, b, c) € {(—1,-1,2); (—1,2,—1);(2,—1,—1)} bolanda.

Mysal 5: p,q,7 > 0 we p 4+ q+r =1 bolsa densizligi subut edin.
7(pq + qr + pr) < 2+ 9pqr (Beyik Britaniya 1999y.)
Cozilisi:
Goy, u=f(p,q,vr) =7(pq + qr +pr) —9pqr bolsun we meseldnin sertini
tiytgedip, funksiyanyn maksimum bahasyny tapalyn. Komekei funksiyany diizelin.
F(p,q,m,A) =7(pq+ qr +pr) —9pqr + A(p + q + r — 1) hususy Oniimlerini
tapalyn.
E,=7(q+7r)—9qr+1=0
E=7(q+p)—9qp+1=0=  Birinji denlikden ikinji denligi, ikinji
Fi=7p+1)—9pr+1=0
denlikden iicilinjini, ticlinji defilikden birinji denligi ayyryp alarys:
(g =7)(7 = 9p)
(p —q)(7—9r) = 1). Birinji yagday tiginqg =r # p bolsaq =r = % bolar.

(p =17 =99

Onda,p=1—-q—r= —g bu sertimize garsy.

L
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Onda dine bir yagday bolup bilyarp = g =r bolmaly p+qg+r =1 denlikden
p=q=r1r= é Onda meselénin sertine gorahemp = q =71 = % bolanda, funksiya
maksimum bahany alar.Ondau,,;,, =2 =2>u <2 = 7(pq + qr + pr) < 2+ 9pqr
s.c.s. denlik hagandap = q =1r = é bolanda.

Mysal 6: x,y,z>0 we x+y+z =1 bolanda, densizligi subut edin.

Xy +yz+xz—2xyz < 2—77 (Halkara matematika olimpiada 1984y.)

Coziilisi:

Goy,u = f(x,y,z) = xy + yz + xz — 2xyz bolsun we meselanin sertini tiytgedip,
funksiyanyn maksimum bahasyny tapalyii. Koémekgi funksiyany diizeliii.
F(x,y,z,A) =xy +yz+xz — 2xyz + A(x + y + z — 1) hususy Onlimlerini tapalyi.

El=y+z—-2yz+1=0 (x—2z)1-2y)=0
Fp=x+z-2xz+2=0={(x—y)(1-22)=0
E,=x+y—-2xy+1=0 y—2)(1-2x)=0

Z
bolsun. Onda x=z=%; xX+y+z=1=>y=0

1). Birinji Jagday iigin {, )

bolar. Onda u, =i bolar.

2). x=y=2z bolsun. Onda x +y +z = 1:>x+y+z=§:>u2 =2—77 bolar.
Onda meseldnin sertine gord hem, funksiya x+y+ 2z = % bahada maksimum
bahany alar, sebdbi u, > u; bolany ii¢in. Onda u,,,, = % >u< 2—77 =>xy+yz+
+xz — 2xyz < % s.c.s. denlik hagandax + y + z = % bolanda.

Mysal 7: a,b,c > 0 we a+ b + c = 1 bolsa, densizligi subut edin.
Z+24229  (Polsa 1951¥)

Coziilisi:

Goy, u=f(ab,c)= % + % +% bolsun we meseldnin sertini {iytgedip,
funksiyanyn minimum bahasyny tapalyn. Komekgci funksiyany diizelini.

F(a,b,c, 1) = 2 + % + % + A(a + b + ¢ — 1) hususy Oniimini tapalyn.

Sl
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a2

1

) 1 1
(FRi=—=+21=0 (5=12
JFéz—biz+/1=0:> —=A=>a=b=c; a+b+c=1 denlikden alarys.

| 1%
I 1 _ 1 —
| F=-5+4=0 (5=2
Diymek,a = b =c = % = u = 9 bolar. Onda meselanin sertine gora hem, funksiya
a=b=c= § bolanda, minimum bahany alar. Onda u,,;;, =9=>u=9= % +

+% + % > 9 s.e.s. defilik hacandaa =b =c = é bolanda.

Mysal 8: x,y,z > 0 we x? +y2 + z2 + 2xyz = 1 bolsa, dentsizligi subut edif.
x4+ y2+z2> %

Coziilisi:

Goy, u=f(x,y,z) =x*>+vy%+2z% bolsun we meselinifi sertini iiytgedip,
funksiyanyn minimum bahasyny tapalyn. Kémekgci funksiyany diizelini.

F(x,y,z,A1) = x> + y? + 2% + A(x* + y?> + z? + 2xyz — 1) hususy O6niimini tapalym.

Fl=2x+22x+2yz)=0 (x-»1+21-2)=0
Fy =2y + A2y +2xz) =0 > (x—z)(1+/1(1—y))=0=>
F,=22+4Q2z+2xy) =0 ((z-y»)(1+21-x)=0

1). Goy, x =y # z bolsun. Onda x2 + y% + z2 + 2xyz = 1 deilikden 2x* +
+z2+2x?2=1=>(z+1)2x?+2z—-1)=0; 1). z=-1 bolsa u; = 2x? +

+121>%; 2).z=1-—2x? bolsa,u, = 2x%+ (1 —2x?)? =4x? - 2x%+1 =
2
= 4(x2 —1) +3x32 denlik haganda x = y = —2; z =2 polanda.
4 4= 4 2 2

2). Goy, x =y =z bolsun. Onda x? + y% + z%> 4+ 2xyz = 1 defilikden 2x3 +

+3x2 =1 (x +1)?(2x—1) = 0; 1). x = —1 bolsa u; = 3; 2).x = bolsa

3 oy . s .
Uy = bolar. Onda meseldnin sertine gérd hem, funksiya minimum bahany alar.

\Y
A w

3
Ondaus > uy = up We ug > uy = u, dogrudyr.Onda upp, =>=u>-=

= x% +y? + 72 2% s.e.g. defilik haganda (x,y,z) € {G,—%,—%);(—%,—%,%);

11 1 111
(——,—, ——); (—,—,—)} bolanda.
2°2 2 2°2°2
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Mysal 9: a,b,c,d >0 we a+ b+ c+ d = 4 bolsa, densizligi subut edin.

3(a? + b% + ¢? + d?) + 4abcd > 16

Coziilisi:

Goy, u= f(a,b,c,d) = 3(a? + b? + ¢?> + d?) + 4abcd bolsun we meselinii
sertini lytgedip funksiyanyn minimum bahasyny tapalyii. Kémeke¢i funksiyany
diizelin.

F(a,b,c,d,2) =3(a? + b* + c¢? + d?) + 4abcd + A(a + b + ¢ + d — 4) hususy
oniimlerini tapalyn.

( ((a—b)(3—2cd)=0
F, =6a+4bcd+1=0 (a—c)(3—2bd) =0
F,;=6b+4acd+/1=0: (a—d)(3—2bc)=0
F, =6c+4abd+1=0 (b—c)(3—2ad)=0
Fy=6d+4abc+1=0 (b—d)(3—2ac)=0
\ \(c—d)(3—2ab) =0

1) Birinji yagday iicina = b # c =d bolsun.Ondaa+b+c+d=4=c=2—-a

we b # d bolany iigin ac=§=>2a2—4a+3=0:>D=—8<0:>(D.

2)a=b=c#d bolsun.Onda d =4 —3a we ¢ # d bolany iiginab ===

N w

=>a=\E; d=4—3\/§;=>u1=129—24\/€.

3—2bd=0
3—2bc=0

4Ya=b=c=d bolsun.Ondaa+b+c+d =4 deillikdena=b=c=d =1

3)a=b +#c+d bolsun. Onda{ = ¢ = d bu serte garsydyr.

alarys we u, = 16.

Onda meselédnin sertine gord hem, funksiya minimum bahany alar. Onda u; > u,
bolany ii¢in U, = 16 = u = 16 = 3(a? + b? + ¢? + d?) + 4abcd = 16 s.es.
denlik hacanda a = b = c =d = 1 bolanda.
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Netije:

Mekdep matematikasynda densizlik diisiinjesi we olaryn diirli gorniisleri bilen
baglanysykly yumuslar yerine yetirilende, okuwgylar denllemeler baradaky alan
bilimlerine esaslanyarlar. Has takygy deiilemeleri ¢6zmegin emellerini, denisizlikleri
cozmekde, subut etmekde ulanmagyii miimkingilikleriniit menizesliklerinden ugur
alynmalydyr.

Cyzykly denilemeler owredilenden soni, ¢yzykly densizlikler barada diisiinje
berilydr. Kwadrat denilemeler 6wredilenden son, kwadrat deiisizliklere seredilyar.
Beyleki gorniisleri hem seyle yzygiderlikde 6wredilyar. Bu yzygiderlik dersin icki
baglanysygyny berjay etmek netijesinde yerine yetirilip biliner.

Meselem, bir ndbellili ¢yzykly densizlikleri ¢6zmekde san deisizliklerii
umumylasdyrylan hésiyetleri (diizgiinleri) ulanylyar:

- Eger gosulyjy garsylykly alamaty bilen densizligini bir boleginden beyleki bolegine
gegirilse, onda ona dengiiycli bolan densizlik alynar;

- Eger denisizligin iki bolegi-de sol bir polozitel sana kdpeldilse ya-da boliinse onda
ona dengiiycli denisizlik alynar;

- Eger densizligin iki bolegi-de sol bir otrisatel sana kdpeldilse ya-da boliinse onda
ona dengliy¢li densizlik belgisi ters belgi bilen calsylan yagdayda alynar;

Bu diizgiinler1 okuwgylara tayyar gorniisde cyzykly densizlikleri ¢ozmegi
owretmegin basynda hodiirlemek bolar.

Biz hem su gollanmada miimkin boldugyndan yokarda mysal getirlen dersin
icki baglansygyna esaslanan yagdayda, matematikany owretmekde sazlasygy we
miraslylygy saklamaga calysdyk. Bu sazlagygy tiytgeyan bir ululykly funksiyalara
degisli diizgiinlerine esaslanyp “Kop tytgeyanli funksiyalaryn ekstremum
nokatlarynynn tapylys” we “Kop iiytgeyanli funksiyalarda sertli ekstremum
kesgitlemek™ vyaly miisgiilliklerin c¢oziilislerini beyan etdik. Gollanmadaky
beyanyny tapan nazary maglumatlara esaslanyp diirli bislesiklerde hodiirlenen

densizlikleri subut etdik.
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Gollanmada hodiirlenydn usullary mugallymlar gyzyklanma sapaklarda,
yokary synp okuwcylary bislesiklere tayyarlamakda gosmaga maglumat hokmiinde
peydalansa maksadalayyk bolar.
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Gosundylar:
1. Iki ndbellili ikinji derejeli funksiyalaryn ekstremum bahalaryny tapmak {i¢in C++
dilinddki programmma.
2. Funksiyanyn grafigini ¢yzyan “Geogebra” programmasy.
3. 1-nji surat.

4. 2-nji surat.
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5. 3-nji surat.

6. 4-nji surat.




7. Kop tytgeyan ululykly funksiyalaryn ekstremum nokatlarynyn tapylysy

baradaky teoremalaryn subutlary

8. Teyloryn hatarynyn formulasynyn subudy:
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