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GIRIS

Sanly filtrleri taslamanyn esasy serisdesi — yygylyk
(spektral) syny. Yygylyk syny sinuslaryt we kosinuslaryi
periodiki funksiyalaryny ulanmaklyga esaslandyr. Esasy
boyunga san filtrin spektral hisiyetnamasy — bu ulgamyn inge
icki gurlusydyr, filtr tarapyndan giris maglumatlaryn 6zgerdiji
esasyny doly kesgitleyin maglumatlaryn yygylyk diiziiminin
ugrukdyryp liytgedyén onui bir bahaly funksional pasporty.

Maglumatlary differensirleminin we integrirleménin
belli usulyyetlerine ulanmakda filtriii sintezinin we yygylyk
synynyn meselelerine seredip gegelin. Rekursiw dal filtrler iki
funksiyanyn dolama algoritmini yerine yetiryérler:

Yk = hn @ Xkn, (1)

bu yerde xx — filtrin giris maglumatlarynyn massiwi, hn —
filtrin  operatory (yadro, impuls seslenme), k we n —
maglumatlarynyfl massiwinini san bahalarynyn we filtriii
koeffisentleriniii san bahalarynyn numerasiyasy, k=0, 1, 2, ...
JK;n=0,1, 2, ... N; K> N. Islendik k argument {i¢in yk
dolamanyn ¢ykys hasaplamalarynyn bahalary hazirki we
“gecen” (k-N ¢enli) giris hasaplamalaryn bahalary bilen
kesgitlenydr. Munun yaly filtr rekursiw dil san filtri diyip
atlandyrylyar (NSF). Operatorynn [0-N] aralygy filtrini
“penjiresi adyny aldy. Filtrin penjiresi N+1 hasaplamany
diizyér, filtr kazual hasap edilydr, yagny hézirki bilen sebépli
sertlendirilen we ¢ykys signaly girisi oniirtilemeyédr. Umumy
yvagdayynda kazual filtr signalynl spektrinde garmonikanyn
diiziimini, onun amplitudasyny we fazasyny c¢alysyar.

Kazual filtri fiziki yagdayda wagtyn hézirki wagt
Olceginde Ozlesdirilip bilner. Filtrleménin baslanmagy k<n
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bolanda Xx(k-n) nokatlar iigin N hasaplamalar bahalarynyn —
kesgitli baslangyc bahalary berlende miimkindir. Adatga
baslangy¢ sertler hokmiinde nul bahalary berilyir,
hasapalamanyn signalyn trendi ya — da bahasy x(0), yagny x(0)
hasaplamanyn argument boyun¢a hasaplamanyn yzyna dowam
etdirilmegi. EHM — da maglumatlar islenip tayyarlanylanda
kazual boyunca c¢éklendirilme ayyrylyar. Filtrii programma
dolansygynda “gegen” we “geljek” k hasaplamalaryn hazirki
nokadyna degislilikde hasaplamalaryn giris yzygiderliklerinin
bahalary (k+n, k+N' cenli) yerlesip bilerler, sol bir wagtda
dolamany gutarmak iicin (baglangycdaky vyaly) (k+n)>K
bolanda ahyrky sertlerit N' nokatlary gerekdir. N' = N we h(-
n) = h(n) bolanda filtr iki taraplayyn simmetriki filtr diyip
atlandyrylyar.Simmetriki  filtrler  birtaraplayyn filtrlerde
tapawutlylykda islenilyén signalyil fazasyny iiytgetmeydrler.
Signallaryii san islenip tayyarlanylsy signallaryn diskret
Ozgertmesi we ulgamlaryn maglumaty isleydn signallary
operirleydar. Diskret Ozgertmelerin  matematikasy analog
matematikanyn cédklerinde baryp 18 asyrda doredi, yone 20
asyrda ilkinji hasaplayjy masynlaryn doremegi bilen uly Osiise
eye boldy. Esasynda Oziinin esasy manysynda diskret
ozgertmelerinii matematiki apparatyanalog signallarynyn we
ulgamlarynyii 6zgertmesine mefizesdir. Yone maglumatlaryii
diskretliligi bu fakty hasaba almagy talap edyir we ony inkér
etmekuly yaliyslyklara getirip bilydr. Ondan basga — da diskret
matematikasynyn bir giden hatary analitiki matematikasynda
analoglara eye daldir.

Diskret san yzygiderliklerini gini yayran syny hokmiinde
z — Ozgertme bolup duryar. Ol diskret diskret signallar we
ulgamlar {igin Laplasyn 6zgertmesi analog signallarda oynayan
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roly vyaly orna eyedir. Z — Ozgertme signallary isldp
tayyarlamakda rekursiw san ulgamlarynyn hasaby iicin uly
baha eyedir, sonun fii¢in hem rekursiw filtrleri Owrenip
baslamazdan ozal ayratyn mowzuk hokmiinde seredilip
gecilyar.

DURLULIK WE INTEGRIRLEYJI FILTRLER.
DURLULIK OPERATORLARY.

Diirlillik operatorlaryn  synynda yygylyk boyunca
cemelesme meselelerine seredip gegelin.
1 — nji hataryn Diirliilik operatory seyle gorniige eyedir:
ASk = Sk+1-Sk.
Operatoryn  yzygiderli n-gezek ulanylsy n-hatarly
operator gorniisinde yazylyar:
A"(sk) = A[A"Y(sK)] = Ask® A™Y(sk)  (2)

k Sk | A(sk) | A%(sk) | A3(sk) | A%*(sk) | AS(sk) | A®(s) k
-7 0 0 0 0 0 0 0 -7
-6 0 0 0 0 0 0 1 -6
-5 0 0 0 0 0 1 -6 )
-4 0 0 0 0 1 -5 15 -4
-3 0 0 0 1 -4 10 -20 -3
-2 0 0 1 -3 6 -10 15 -2
-1 0 1 -2 3 -4 5 -6 -1
0 1 -1 1 -1 1 -1 1 0
1 0 0 0 0 0 0 1
K 2 6 | 20 | 70 | 252 | 924 | K




Kronekerin  birlik  impuls  signalyna  diirlilik
operatorlarynn impuls reaksiyalaryn giris bahalary tablisada
gorkezilendir. Yzygider dirlililigin hatarlary bahatiytgeyis
binomial koeffisentleri saklayar. Getirlen gorniisde diirliilik
operatorlar kazual faza siiysiiriji (birtaraply) filtrler bolup
duryarlar., yone gorsiimiz yaly jiibiit derejeli operatorlar
operatoryil oknosynyn yarysyna siiysiirlen simmetriki sekile
eye bolup biler. Tablisanyn soiikky setirinde seslerii
dispersiyasynyn giiyjenme koeffisenti getirilyér, onuii bahasy
operatoryil hatarynyn ulalmagy bilen kert ulalyar. Bu 1 — den
uly bolan hatarlary diirliilik operatorlary maglumatlaryn
massiwinde statistiki yayradylan seslerin yerlesen yerlerini
kesgitlemédge miimkingilik beryar. Bu miimkingiligi has anyk
gorniisinde operatorlarynn yygylyk hisiyetnamasynda gormek
bolar.

s(k) = exp(jok) (1) anlatma goyup we ony
yonekeylesdirip suny alarys:

A"S(K) = (j") exp(jon/2) [2 sin(w/2)]" exp(jok).

H(w) = (j") exp(jon/2) [2 sin(w /2)]" (3)

(2) anlatmada ilkinji iki kopeldijilerin moduly 1 den
bolanlygy {i¢in, diirlillik operatorynn gecirme koeffisentinini
yygylyga baglylygy ikinji kopeldiji (2 sin([1/2))" bilen
kesgitlenydr we sur.1 gorkezilendir.
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YacToTHbIe hYHKLUNU pasHOCTHLIX (bUNLTPOB

Koadcbuumuent nepegaun.

1} 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1T
YactoTa, A0ONU NU.

Mopagox onepaTtopa: | n=1 n=2 n=3

Sur. 1 Diirliilik filtrleri.

Signallarda _sesleri bélmek. Suratdan gorniisi yaly
diirliillik operatorlary Naykwistin aralygynynl birinji {igden

birinde signalynn hemiselik diiziijisini we onuni garmonikasyny
basyp yatyryar we operatoryn hatarynyn ulaldygyca aralygyn
galan boleginde yokary yygylykly dijileri giiy¢lendiryar.
Adatga signalyil spektrinin esasy aralygynynl bu boélegini
yokary yygylykly statistiki sesler eyeleyir.

Maglumatlaryn synynda sesler, kesgitli maglumatlar
saklap biler, mysal {i¢in dl¢eg sertleriniii durnuklylygy boyunga
we dasky destabilizirleyji faktorlaryil G¢egine tdsiri boyunca.
Sur. 2 gornilisi yaly akustiki karotaZzyn maglumatlarynda
intensiw seslerint aralygynyn bdliinme mysaly gorkezilendir, ol
bu aralygynl dag jynslarynyn uly jayryklylygy barada subut
bolyar.Bu maglumat bolsa seslere didlde nebitini, gazyin we
suwun gozleginde 6rdn peydaly maglumat bolup duryar.
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Sur. 2 akustiki karotazyn tejribe maglumaty.

Yitirlen_maglumatlary diizetmek. Diirliilik operatory
bir ayratynlyga eyedir: n+1 hatarly operator n derejeli
polinomy anulirleyar, yagny n+1 operatoryn n derejeli polinom
bilen dolamasy A™! ® Pn(k) = 0 nul bahalaryny beryir. Bu
ayratynlygy bahalaryn goyberilen ya-da yitirlen massiwlerinde

yonekey we Ordn berk operatorlary yasamak {i¢in ya-da islép
tayyarlayysda annulirlenen ululyklary (meselem gbze gorniip
duran zynmalary) ¢alysmak ti¢in ulanyp bolar.

- Mysal  Pa(k) = xk= 1+2k-K?, k=0,1,2,... xk=1,2,1,-2,-
17,-14,-23,-34,... Y= Xk ®A%=0,0,0,0,...

Eger — de goybermeleri saklayan maglumatlar aralygy
kébir derejeli kopagza diyip hasap etsek, onda indiki hatarly
diirlilik  operatorynynn dolamasy nula den bolmalydyr.
Seylelikde massiwin islendik nokadynda {igiinji derejeli
kopagzanyn maglumatlary approksimirlenende su asakdaky
deiileme yerine yetirilyar:

A*®(Sk) = Sk-2-4Sk-1+6Sk-4Sk+1+Sks2 = 0.

Maglumatlaryn yitirlen merkezi nokadynyn diizelme
interpolyasion filtri:

Sk = (-Sk-2+4Sk-1+4Sk+1-Sk+2)/6. 4)

Degislilikde, maglumatlaryn diizelme filtrinifi operatory
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h(n) = (-1,4,0,4,-1)/6. Seslerii giiyjenme koeffisenti 62 = 17/18
=0.944.

Mysal. Maglumatlar massiwiniii hakyky kesimi: Xk =
+{3,6,8,8,7,5,3,1}.

Kesimde goze gorniip duran zyinylma bolup gecdi diyip
saydalyn: xx={3,6,8,208,7,5,3,1}.
% Zyhylma hasaby annulirlenen. Hasaby calysma: X3 = (-
X1 +AXo+4Xa-Xs) /6= (-6+32+28-5)/6 ~ 8.17.
. Massiwde 5 — nji hasabat yitirlen. Diizelme: x4 = (-
' Xg+4Xa+4X5-X6)/6 = (-8+32+20-3)/6 ~ 6.83.

OUNbLTP BOCCTAaHOBINEHHUA AaHHbIX

KoadpchuumenT nepegaun.

YacrtoTa, Aonn nu.

Sur.3. dirlilik filtrleri

(4) anlatmada k = 0 diyip kabul edip we sk = exp(jok), signaly
goyup yygylyk hdsiyetnamasyny alyarys, filtriii bu yagdayynda
4 — nji hataryn maglumatlarynyn dikelmegi:

H(w) = (4 c0oS o[- c0S 20)/3.
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4 — nji we 6 — njy hataryn goéyberlen maglumatlaryn
dikelme filtri ii¢in yygylyk hisiyetnamasynyn gorniisi sur. 3
gorkezilendir. Grafikler maglumatlary dikeltme diirlilik
interpolyasion filtrlerin ulanylmagynyn difle signalyn yokary
vygylyk we ses diiziijileri it bolmanda Naykwistin
yygylygyndan 3 esse pes bolan signallar iicin miimkindigini
anyk gorkezyir. 4 — nji hatardan uly interpolyasion filtrleri
ulanmak ulanmak maslahat berilmeyér, sebdbi olar 1 uly
seslerinl giijenme koeffisentine eyedirler.

Sur. 4 we sur. 6 3 — nji hataryn operatory bilen giris
signallarynda goyberilen maglumatlaryn dikleme mysallary we
maglumatlary dikeltmegin operatorynyin geciriji funksiyasy
denesdireninde signallaryn spektri getirlendir.

10 1 T T T
— BxomHoH cHUHAT
--- TT{oImy cy BaHEe D
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: i : { { ] ;
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Sur.4 Seslenmesik maglumatlary dikeltmek.

=== CHTHATHITY M
— CnerTp fromTRA
| |

0 10 20 30 4n
Sur. 5 Spektrler.
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Sur. 6 Seslenen maglumatlary dikeltmek.

Suratlarda  getirlen  signallarda  maglumatlaryn
numerasiyasynyi takt yygylygy saklanylanda her 10-njy 4dim
goyberilendir (mysal tlicin meglumatlar gegirlende). Giris
signallaryn hemme bahalarynyin poloziteldigini goz oOniine
tutsak operatoryn isi ligin maglumatlary goyberis indikator
hokmiinde nul bahalar hyzmat edyar.

Dikeltme operatory ii¢in islendik beyleki yagdaylarda
yorite markeri goz Oniine tutmak zerurdyr ( mysal ii¢in
annulirlenen maglumatlary ya-da zyiilylmalary hasabyn kesgitli
uly ya-da kigi bahalary bilen ¢alysmak).

-- [lorpenmocTs BOCCTAHOBIEEMA OTCIETOR CHIHATHITYRL .-
® [orpenHocTs BOCCTARORIEHIE OTCHETOR CHTHATA T @
1 — CTaHgapT nryma .

0 - I I I I I
1 0.2 0.4 0.6 0.8

CTaHmapT IyMAa B EIHHMITAY CTAHNAPTA CHIHANA

—_

Sur. 7 Signallary dikeltme yalnyslyklary.
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Sur. 5 gorniisi yaly peydaly signalyn spektri operatoryn
yygylyk hédsiyetnamasynyn birlik koeffisentinii zonasynda
yatyr we maglumatlary dikeltme doly yalilyssyz yerine
yetirilydr (sur. 4). Signala statistiki yayradylan seslerin
goyulmagynda maglumatlary dikeltme yalnyslygy ulalyar
(sur.6), yone doly signalyn maglumat bdleginde ol giris
maglumatlarynda  bolsy yaly sesin flyuktuasiyasynyn
ortakwadratik bahasyndan ge¢gmeyér. Bu barada sur. 7 subut
edydr, ol sur.7 signallar {i¢in sesit standartynyn diirli
bahalarynda matematiki modelirleménin bahalary boyunca
alnandyr (dikelménin 10 sany nokady boyunca saylama).

Oniimlerin golaylasdyrylmasy — diirliilik operatorlaryi
ikinji uly ulanys yeri. Birinji, ikinji we {giinji Onlimlerin
bahasyny differensirleminin yonekey gorniisleri boyunca

gecirmek bolar:
(Sn)' = (Sn+1-Sn-1)/2AL. h1={-05,0,05} (5)
(sn)" = (Sn+1-2Sn+Sn-1)/ At. h2 = {1, -2, 1}.

(Sn)™ = (-Sn+2+2Sn+1-2Sn-1+Sn-2)/2At.  h3 ={0.5, -1, 0, 1, -0.5}.

Birinji Oniimiii operatory tidk funksiyadyr we hyyaly
spektre eyedir. Eger — de s(t) = exp(jot) diyip alsak, onda
birinji Onlimin hakyky bahasy s'(t) = jo exp(jot) sen
bolmalydyr. (®) = jo Gegiriji funksiya. n = 0 nokatda birinji
Oontimin bahalandyrylmasy At = 1 diirliilik operatory boyunga:
s'(0) = (exp(jo)-exp(-jw))/2 = j sin ® = H1(w). Hasaplanylan
bahanyn hakyky baha bolan gatnasygy sol bir nokatda: K1(w)
= sin(ow)/o. Esasy diapazonyn sag tarapyndaky funksiyalaryn
grafigi sur. 8 getirlendir.
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YacToTa, T
Sur. 8 signal diapazonlary.

Getirlen anlatmalar we grafiklerden gorniisi yaly K(w)
bahasy dite w= 0 yygylykda 1 dendir.Hemme beyleki
vygylyklarda Naykwistin aralygynda aillatma Onlimini pes
bahalaryny beryir. Yone hakyky maglumatlary islenip
tayyarlanylanda sonky faktor poloZitel roly oynap biler, eger —
de signal pes yygylykly bolsa (esasy diapazonyn 1/3) we
yokary yygylykly sesleriii derejesinde yazylan bolsa. Islendik
differensirleme signalyn spektrinde onuni yokary yygylykly
diizlijisini  yokarlandyryar.  Differensirlemédnin  diirliilik
operatorynda seslerin dispersiyasynyn giiyjenme
koeffisentigdni onuil spektri boyunca esasy diapazonda:

Kq = (1/n) j 0 (sin )% do = 0.5.

Esasy diapazonyn hemme yeri boyunca takyk
differensirleme yagdayynda:

Kq = (1/n) j 0 ®? do = 3.29
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Diymek, diirliillik operatory dola esasy diapazon
boyunga doly takyk differensirleme operatoryna gord diirliilik
operatory hakykatynda 6 esse pes sesleriit dispersiyasynyn
giiyjenme koeffisentine. Sur. 9 Naykwistin yygylygynyi
0.1 yygylykly differensirleme garmonikasynyin mysaly
gorkezilendir (punktir bilen) we sol bir garmonikanyi goylan
sesler bilen (bitewi inge ¢yzyk).

CHTHAN EX0Oa
=) .

|
Ls

'
=

CHrHAN BEOGA

W &
Sur.9 Differensirleme mysaly (giris signallary — yokarda, ¢ykys signalla —

| | | | |
0 10 20 30 40 50 &0 70

asakda).
1 L T
0.5 ™
o 2
Him) - El{m) "~

| | . 0 | I
o 1 2 3 0 1 2 3

YacToTa, m YacToTa, m

Sur 10. 2-nji 6nlimli yygylyk funksiyalar.

Ikinji Onliminl operatory jiibiit funksiyalara degisli.
Operatoryii  hususy funksiyasy: H2(w) = -2(1-cos ).
Operasiyanyii hususy bahasy H(wm) = -o?. Hakyky bahanyi
hususy baha gatnasygy:

K2(w) = [sin(w/2)/(w/2)]?,  (6)
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We sonuil yaly o= 0 yygylykda 1 den. Naykwistin
aralygynda galan hemme yygylyklarda aiilatma Oniimin pes
bahalaryny beryir, yone birinji operatoryn degislilik
bahalaryna gord pesdir. Funksiyanyn yygylyk grafikleri sur. 10
getirlendir. Ikinji Oniimin operatorynyin seslerin
dispersiyasynynn  giiyjenme koeffisenti 19.5 denn bolan
differensirleménin 6z bahasynda 6 deni. Bu bahalar Naykwistin
aralygynyn birinji iigden bir bdleginde signaly esasy
energiyasynynn  seslerde  yeterlik derejede  arassalanan
maglumatlar ti¢in ikileyin differensirleme operasiyasynyn
ulanyp bolyandygyny gorkezyar.

Esasynda ikinji Oniimi birinji Oniimin operatorynyn
maglumatlaryny yzygider ikileyin differensirleme bilen hem
alyp bolyar. Yone munuii yaly yonekey operatorlar iigin bu iki
operasiya layyk déldir. Yzygider ikileyin differensirleme
operatoryny birinji 6nlimiil operatoryny 6z — 6zi bilen dolamak
arkaly alyp bolyar:

2h1=hl1® h1={0.25,0,-0.5, 0, 0.25},
we bary — yogy 0.375 seslerin dispersiyasynyn giiyjenme
koeffisentine eyedir. Operatoryn yygylyk hisiyetnamasy:
?H1(o) = -0.5[1-cos2m)].  (7)

Hl(w) we layyklama koeffisentinii  ?K1(w)
grafiklerisur. 10 punktir bilen berlendir. Olary ikinji onlimin
grafigi  bilen layyklamak arkaly yzygider ikileyin
differensirlem spekral diizimi difle esasy diapazonyn
baslangyc boleginiit bdsinji boleginden uly bolmady yeri
eyeleydn we ikinjionliimin operatorynyn takyklygyndan pes
maglumatlar ti¢gin miimkindir.
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Sur. 11. At=1 bolanda ®=0.27t garmonikany ikinji 6ntimi

(punktir — ikileyin yzygider differensirleme)

Ikinji onlimin iki operatorynyi ulanys mysaly sur. 11
getirlen.

Sonun bilen birlikde esasy diapazonyn Naykwistiil
yvygylygy maglumatlaryn diskretlenmeginin (on = 7/At) At
aralygyna  ters  praporsionaldyr, diymek  yonekey
differensirleme  operatorlaryny  dogry  ulanylsy {i¢in
maglumatlarynn diskretizasiya aralygy hem spektral diiziimli
belli predel yygylykly signallar {igin optimaldan 3-5 esse
pesdir.

MAGLUMATLARY INTEGRIRLEMEK

Signallarynl integrirlenmegi rekursiw san filtrler bilen
amala agyrylyar. Integrirleyji  operatorlaryn  synynyn
mysallaryna serdip gegelin.

Belli bolgy yaly finit signallaryn takyk integrirleme
operasiyalary li¢in su asakdaky 6zgertme degislidir:

j s(t) dt <> (Ljo) S(w). (8)
t
Bu anlatma sag tarapynda ® = 0 bolanda ayratyn
nokada eyedir, we layyklykda nul yygylykda agram delta —
20



impulsa eyedir, ol hem signalyn hemigelik diiziijisine
praporsionaldyr. ® > 1 bolanda (1/jo) yygylyk oblastynda
integrirleyji operator amplituda spektrinde yokary yygylyklary
gowsadyar, 0 <o <l bolanda bolsa pes yygylyklary
giiyclendiryir. Signalyn faza spektri -90° polozitel yygylyklar
ticin we 90° otrisatel yygylyklar {icin siiysyir.

Tejribede has yonekey we giil yayran integrirleyji
algoritmler trapesiyalaryn, goniiburcluklarynn we Simpsonyi
anlatmalarynyi san analoglary bolup duryar.

Nul baslangy¢ sertlerinde trapesiyalaryii aiilatmasy
boyunca integrirleme algoritmi:

Yi+1 = Yi+(Sk+1+Sk)/2. 9)
100 I :
Topy el
E 10 [ MHTETRHROBAHMA:
& CUMNCoHE
=
E It o M i
§EII — AL MPAMD FDﬂbHHKDB: ¥ —
& PAMOY | Tpaneu
| i I
oot
% 2 a 2 n
YacToTa, pam

Sur. 12 Filtrlerin yygylyk hisiyetnamasy

tc = KAt, At = 1bolanda sk = exp(jot) we yk = H(®)
exp(jot), diyip alyp signallary (5) goyyarys we H(w)
degislilikde ¢ozyiris. Jogaby:
H(w) = cos(w/2)/[2j sin(w/2)].
Beyleki aflatmalar boyunca filtrin, seyle hem
integrirleyji  filtrlerin ~ yygylyk hésiyetnamasy sur. 12
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getirlendir. Jemleme siklinit hemme 611 yanyndakysy boyunca
yygnama we filtrin hésiyetnamasynyn ACH modulynyn
bahalarynyn uly diapazony bilen baglylykda has gowy, tésirli
we maglumatly hakyka gord hasaplanylan integrirleme
layyklyk koeffisentinint yygylyk funksiyalary bolup duryar:
K(®) = H(o)exp(jot)/[(1/jo)exp(jot)].
K(w) = cos(w/2)[(w/2)/sin(w/2)]. (10)

Hemme integrirleme filtrlerin layyklyk koeffisentlerinin
grafikleri sur. 11 getirlendir.

Goniiburluklar  aiilatmasy boyunga integrirleme
operatory (interpolyasion ortanokatlylyk):

Yi+1 = YitSk+1/2. (11)

Signalyn menzes goyulmalaryndan we

Ozgertmelerinden son alyarys:
K(w) = (0/2)/sin(w/2).

Simpsonyii aiilatmasy boyunca san integrirlemesinde

filtrin anlatmasy su ggorniise eyedir:
Yi+1 = Yk-1t+(Sk+1+4Sk+Sk-1)/6. (12)
Ozbasdak alnan filtrifi yygylyk syny:
K(w) = (2+cos w)/[3 sin(w)/m]. (13)
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Sur.13 Layyklyk koeffisentleri.
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Sanly integrirleménin  has  ansat anlatmalary
(trapesiyalar we goniiburglyklar) esasy yygylyk diapazonynda
Oziini diirli hili alyp baryarlar. Goniiburgluklar aflatmasy
yokary vyygylyklarda netijeleri yokarlandyryar, trapesiyalar
afilatmasy bolsa peseldydr. Bu ayratynlyklar ansat
diisiindirilyar. Yekelik garmonika iicin iki sany yzygider
hasaplama ii¢in trapesiyanyn meydany sol iki sany
hasaplamanyn arasyndaky topparlan garmaonikaly meydanyn
dugasyndan hemise pesdir, olaryn tapawudy bolsa yygylyk
bilen artyp gidyar. Naykwistin yygylykly garmonikanyn
predelinde hasaplamalar belgiler yzygider hatayna layyk gelyir
1, -1, 1, -1, ... ya — da amplituda we basky faza burguna
baglylykda islendik beyleki bahalar) we nul baslangyg
sertlerinde (9) anlatmada iki sany yzygider anlatmanyn
jemlenmegi 0 berer we netijelerinn yygnanmagy bolmayar.

Iki sany hasaplamalarynn arasynda merkezi nokat
boyunca beyiklikleri hasaplamak bilen goniiburcluklaryn
meydany boyunca integrirleme hemise germonikanyn
topparlan dugasy bilen ¢dklendirilen meydana degislilikde
goniiburglugyn meydanynyn ulalmagyna getiryar.

Simpsonyn afilatmasy trapesiyanyn we
goniiburgluklaryn anlatmalarynda birlik bahany has takyk
getirmegi bilen tapawutlanyar, ol bolsa esasy diapazonyn
birinji yarymynda integrirlemédnin has yokary takyklygyny
beryir. Yone yokary yygylyklarda yalitysmalar kert yokarlanyp
baslayar we diapazonyn ahyrynda tiikeniksizlige c¢ykyar
(Naykwistin ~ yygylygynda  rekursiw  filtrin  gecirme
funksiyasynyn maydalawjysynda polyus). Integrirleméniii bu
ayratynlyklary gosulan spektral diiziimli maglumatlar iglenip
tayyarlanylanda g6z Oniine tutmak zerurdyr. Signalyn
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integrirlemegin we onuil spektrinin tiytgeme mysallary sur. 14
getirlendir.

CHrHAIET AI\']IIJIHTY,I[I—EIE CIIEKTHEI CHTHAJIOE
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Sur. 14. Signallaryni amplituda spektrleri.

REKURSIW DAL YYGYLYK SAN FILTRLERI
UMUMY MAGLUMATLAR.

Islendik filtrit esasy ayratynlygy — bu onuil yygylyk
(frequency response) we faza hisiyetnamalarydyr. Olar filtrin
islenilydn signalynyn diirli garmonikalarynyn amplitudasyna
we fazasyna néhili tisir edydndigini gorkezyir. Rekursiw dal
san filtrlerin has belli gorniislerine yygylyk filtrler degislidir,
olarynn algoritmi simmetriki NSF {¢in signalyn fazasyny
iytgemedik yagdayynda su gorniise eyedir:

N
Yk = 2 hn sk (14)
n=-N

Filtrleriii__gérniisleri. Yygylyk hisiyetnamasynyi

gornligine baglylykda yygylyk filtrlerin {i¢ sany esasy
toparlaryny bolyérler: FNC — pes yygylyklaryn filtri (low-pass
filters) — giris signalynda pes yygylyklary goyberyar we yokary
yygylyklary ayyryar, FWC — yokary yygylyklar filtrleri (high-
pass filters) — vyokary yygylyklary goyberyir we pes
yygylyklary ayyryar we PF — ¢yzykly filtrler, kesgitli yygylyk
aralygynda signaly goyberyér (band-pass filters) ya-da ayyryar
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(band-reject filters). Sonkylaryn hatarynda ayratyn topara
kidwagtlar RF — rezektor filtrleri, giris signalynda kesgitli
garmonikany ayyryan filtrleri, SF — selektor filtrleri we RF
gaytarylma filtrleri degislidirler.

Eger — de giris signalynda yygylyklaryn kesgitli
aralygynda ayyrma barada aydylyan bolsa, munun yaly filtrleri
bowetleyji filtrler diyip atlandyryarlar. Olary hasaplamanyn
usulyyetlerine nazary bolsun, tejribe bolsun gyzyklandyrma
bildirilmeyér, sebdbi olaryn yygylyk hésiyetnamasy adatca
cyzykly filtrin hésiyetnamasynyn inwersiyasy (1-Hn(®)) bilen
berilydr we Oziiniii taslamasynda hi¢ — hili tlytgesiklere eye
déldirler.

Filtrlerin ¢yzgylayyn yygylyk hisiyetnamalary sur. 15
getrirlendir. Signaly gdybermegin we ayyrmagyn yygylyk
aralygynyn aralygynda aralyk diyip atlandyrylyan zona bardyr.
Aralyk zonanyn ginligi filtrit hédsiyetnamasynyn kertligini
kesgitleydr. Bu zonada amplituda hisiyetnamasy monoton
peselyir (ya-da ulalyar), gdyberme aralygyndan ayyrma
aralygyna cenli (ya-da tersine).
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Sur. 15 esasy yygylyk filtrleriii hdsiyetnamalary.

San filtrlerin taslama tejribesi esasan pes yygylyklaryn
filtrleriniii sintezine esaslanandyr. Filtrlerin hemme beyleki
gorniigleri pes yygylykly filtrlerden layyk 6zgertme arkaly alyp
bolyar. Mysal {igin yokary yygylyklaryn filtrleri pes yygylykly
filtrlerin inwersiyasy arkaly alyp bolyar — ilkinji signal we ony
pes yygylykly NSF bilen filtrleménini netijesinin aralygyndaky
tapawudy kesgitlemek arkaly:

y(K) = s(k) —é}N h(n)s(k-n). ~ (15)

Bu yerden simmetriki pes yygylykly filtrin yokary

yygylykla inwersiyasynyn serti:
n=0 bolanda hs(0) = 1-h,4(0), hs(n) = -hu(n).

Pe yygylykly filtrlerden yokary yygylykly filtrleri
almagyn pes yygylykly filtrin ge¢iriji funksiyasynyn rewersi
usuly hem ulanylyar, yagny o iytgeyin ululygy o' = n-o
liytgeyan ululyga calysmak arkaly (At = 1 bolanda). Simmetriki
filtrler licin geg¢iriji funksiyasynda @ argumentinin difie kosinus
agzalaryny sklap, onun yaly operasiyanynl netijesinde su
afilatmany alarys:

cosn(m-o) =cosnmcosno=(-1)"cosn . (16)
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Sonkysy filtrin gegiriji hdsiyetnamasynda hemme ték
garmonikalarynda, diymek filtrin hemme tik agzalarynyn
belgilerinin c¢alysmagyny anladyar. Hemiselik ululygyii her
ikinji diizlijisininl ters belgéd iiytgemegi bu hemiselik bahany
“bycga” Owyrydr, onuil yygylygy bolsa esasy diapazonyn
Naykwistin  yygylygyna dendir (bu yygylygyn amplituda
bahalary boyunca hasaplamalar), tersine hem sonun yaly,
Naykwistin yygylygynda signalyn garmonikasynyn
hasaplamalary (A diskretizasiyasynyn aralygy boyunca belgi
calysyan siiysme giiyjine) hemigelik diiziija Swrilyérler.
Cyzykly filtrler FNC we FWC yzygiderli ulanyp géyberménin
yvygylyklaryny beklemek arkaly amala agyrlyp bilner.
Matematiki getirmede bu hy — pes yygylykly we hs — yokary
yvygylykly  filtrlerin  koeffisentlerin  massiwleri  bilen
maglumatlaryn massiwlerinin yzygiderli dolamasyny anladyar:

Vk = hy(n) @ s(k-n),
Yk = hs(nN) @ vk = hu(n) ® he(n) ® s(k-n). (17)

Dolama operasiyasynyil kommutatiw bolanlygy sebipli
PYF we YYF koeffisentlerinifi ayratyn massiwleriniii deregine
olaryn dolamasy bilen hn = hy(n) ® hg(n) ¢yzykly filtrin
koeesfisentleri goni kesgitlenip bilner.

Cyzykly rezektor filtrleri seyle — de ¢yzykly filtrlerin
inwersiyasy bilen hem alnyp bilner. Bir yygylykly rezektor
filtrleri adatca yonekey rekursiw san filtrleriii esasynda yerine
yetirilydr, olar bu maksatlar {licin 6rdn effektiwdir. Kopleng
filtrlere has ¢ylsyrymly talapar edilydr. Meselem, filtr diirli
giiyjenme koeffisentleri bolan birndge sany goyberis aralyklary
bolmalydyr, goybermeyin aralyklar {igin bolsa ayyrmanyn
diirli koeffisentleri berlip bilner. Kdwagtlar filtrinl talap edilydn
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yygylyk hisiyetnamasy 6zbolusly egri bilen berilyér.
NSF hasaplama usulyyetleri. Adatca signallaryn

filtrlenmeginde filtrin talap edilydn yygylyk hésiyetnamasy
berilydr. Maksady berlen talaplara jigap beryin we iltri gurmak
we filtrlenméni gegirmek. Kopleng berlen filtri takyk gurmak
miimkin bolmayar we berleniin hisiyetlerine golay filtr yerine
yetirilydr. Berlen yygylyk hésiyetnamaly filtrleri gurmagyn
kop sanlu usullary bar. Olardan has yonekeyi — agram
penjirelerinin komegi bilen ¢yzykly fazaly filtrleri gurmakdyr.

Bu usul wuniwersaldyr we islendik berlen yygylyk

hésiyetnamaly filtri almaga miimkingilik berydr. Bir zady

belldp gecmek gerek, yygylyk hisiyetnamalarynyn talaplaryna
layyk gelydn matematiki has berk we kidmil usullar bilen kigi
uzynlykly filtri kdwagtlar almak miimkindir.

Girise  degislilikde ¢ykys signalynyn fazasyny
iytgetmezden ikitaraply simmetriki filtrleri hasaplamak has
yonekey usuly bolup duryar. Has umumy yagdaynda ol su
asakdakylary 6z i¢ine alyar:

1. Filtrin geciriji funksiyasynyn ideal amplituda — yygylyk
hésiyetnamasyny bermek. Idel termini bu yerde geg¢is
zonasy bolmadyk layyklykda 0 we 1 koeffisentli
goyberme  we  ayyrma  yygylyklar  aralyklar
hésiyetnamada gorkezilmegidir.

2.  Ideal filtrit impuls seslenmesinin funksiyasynyin hasaby
(filtrin  yygylyk hésiyetnamasynyn yzyna dolamasy).
Goyberme/ayyrma c¢idklerinde funksiyalaryn bokmesi
bolup gegse impuls seslenme tiikeniksiz kop sanly
agzalary beryar.

3. Seslenme funksiyasyny agzalaryn kesgitli mukdaryna
cenli ¢dklendirilmegi sol bir wagtyn Oziinde filtrin

28



geciriji  hésiyetnamasynda Gibbsiii emele gelmesinin
doremegi — beygelmelerde merkezleri bolan yygylyk
hisiyetnamalarynyn ossilyasiyasy.

4.  Gibbsin emele gelmesini neytrallagdyrmak iicin agram
funksiyasy saylanyar we filtrini seslenme funksiyalarynyn
koeffisentlerine ~ kopeldilydin ~ onué  koeffisentleri
hasaplanylyar. Bu operasiyanyn netijesi hokmiinde filtrin
operatorynyn koeffisentlerinin bahalary bolup duryar
(filtrinn is impuls seslenmesi). Aslynda 3 we 4 operasiya
kesgitli agram funksiyaly (agram funksiya kopeltmek)
filtrin  geciriji funksiyasynyn dinamiki getirilmeginin
(wagt boyunga) Furyeniii hatarynyn gysgaldylmagyny
emele getiryar.

5. Filtriit operatorynyn koeffisentlerininn hakyky bahalaryny
ulanmak arkaly onun yygylyk hiésiyetnamasynyn
gurulmagy amala agyrylyar we onun goylan meseld
layyklygy barlanyar.

Simmetriki rekursiw ddl filtrler taslanylanda gerek
bolan halatynda yokary yygylykly filtrlerin ya — da aralyk
filtrlerin, olary sofira 6zgertmek bilen pes yygylykly filtrlerin
hasabynda esaslanmak zerur déldir. Sap aralyk filtrin hasaby
yeterlik derejede yonekeydir, NC we WC filtrleri bolsa bir
yokarky ya — da bir asaky ¢dk yygylykly aralyk filtrin yeketdk
yagdayydyr.

Setirli_faza hisiyetnamaly filtrler. Kazual (bir taraply)
yygylyk filtrler iicin hasaplama has ¢ylsyrymlydyr. Olar ii¢in

girisine degislilikde ¢ykysynda signalyn yygylyk diiziijilerinin
layyk gelme garmoniyasynyn lytgemegini aradan ayyrmak
ticin faza — yygylyk hésiyetnamasynyn ¢yzyklylygyny iipjiin
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etmek talap edilydr. Filtr ¢yzykly faza hédsiyetnama eye
bolmagyny {iipjiin etmek {igin su sertin yerine yetirilmegini
ipjiin etmelidir.

Onun yerine yetirilisi filtrin impuls hésiyetnamasy
polozitel simmetriya eye bolan halatynda yerine yetirilyér:

h(n) =h(N-n-1), n=0, 1, 2, ..., (N-1)/2,
N — ték (gorniis 1);
n=0,1,2,...,(N/2)-1,
N — jiibiit (gorniis 2).

Sol bir wagtda faza hisiyetnamasy filtrin uzynlygy

bilen kesgitlener:

a=(N-1)/2.
Filtrin yygylyk hisiyetnamasy:
H(w) = [H(w)| exp(jo(w)), (18)

bu yerde [H(w)| simmetriki filtrlerin AYX layyklygynda berler.

Bir zady bellemek gerek 2 gomiisli yygylyk
hdsiyetnamany yokary yygylyklaryn filtrleri taslanylanda
ulanyp bolmayar, sebédbi ol Naykwistin yygylygynda hemise
nula dendir. Hususanda kazual filtrlerin hasaplanys usulyyeti,
yygylyk hisiyetnamasyny bermek {igin hasaplamanymyzda,
simmetriki filtrlerin hasaplama usulyyetinden
tapawutlanmayarlar,

Gibbsini emele gelmesini aradan ayyrmak {igin agram
funksiyalaryny ulanmak zerurlygy bilen bilelikde degislidir. Bu
hasaplamalaryn arassa tejribe usulyny ulanmaga miimkingilik
beryar — ilki N — nokatlarda simmetriki filtri (gorniis 1), sonra
bolsa ony (N-1)/2 nokatlara saga, dine polozitel bahalaryin n >
0 oblastyna siiysirmek bilen kazual filtre dwriip hasaplap we
isldp bejermége miimkingilik beryar.
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IDEAL YYGYLYK FILTRLERI.

Ideal aralyk filtrleri diyip kesgitli asaky yygylykdan o«
kesgitli yokarky yygylyga cenli aralykda birlik amplituda —
vygylyk hésiyetnamasyna we ol aralykdan dagynda nul geg¢iriji
koeffisente (esasy yygylyk diapazonynda san filtrleri licin) eye
bolan filtre aydylyar.

Filtrifi _impuls reaksiyasy (operatoryn koeffisenti)

berlen geciriji funksiyanynn H(w) Furyenini yzyna Ozgertmesi
bilen tapylyar. Umumy yagdaayynda:

h(nAt) = (1/2n) rj H(w) exp(j ® nAt) d ® (19)

Filtrin impuls seslenmesininl jisim funksiyasyny almak
ticin geciriji funksiyanyn hereket ediji bolegi jiibiit bolmalydyr,
hyyaly bolsa tdk bolmalydyr. San filtrleri esasy yygylyk
diapazonynda berilydr, onun ¢ékleri (Naykwistin yygylygy *
o n) filtrlenmd degisli maglumatlaryin diskretizasiya aralygy
bilen kesgitlenilyir (o ~n = w/At) we layyklykda filtrin
operatorynyn diskretizasiya aralygyny kesgitleyarler (At =/ ®
n). Nul faza stiysmeli filtrler iicin geg¢iriji funksiyanyn hyyaly
bolegi nula denn bolmalydyr, sol bir wagtda filtrii operatory
Furyenin kosinus 6zgertmesi bilen kesgitlenilyar:

h(nAt)= (1/x) J‘Z)N H(w) cos(htrow/on)don N=0, 1,

2,... (20)

Ideal aralyk filtr Gicin H(w)=1 B 0 we ws, yygylyk
aralygynda we (20) integraly su aralyklarda hasaplanyp
cykarylyar. Pes we yokary yygylyklaryn ideal filtrleri, ideal PF
hususy yagdaylary hokmiinde, 0 we w; aralykda pes yygylyklar
ticin hem — de ws we on aralykda yokary yygylyklar iigin
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integrirlenyérler.

At  maglumatlaryn diskretizasiya aralygynda, 1
hokmiinde -m we m aralygynda Naykwistinn yygylyk bahalary
bilen ciklendirilen geciriji funksiyalaryn esasy yygylyk
diapazonyny kabul edyédris, onda ol geciriji funksiyalaryn
yygylyk skalasynyn 6lgeginin liytgemeginde goriinyér.

= Mysal 1. At=0.1 sek. fn=1/2At=5Tn. on=n/At=10m,
“Mysal 2.  Ax =10 metr. fn=
0.05 M. on=0.1m.

Galan hemme anlatmalarda At baha, eger — de ol yorite
bellenilmedik bolsa, 1 den diyip alyarys. H(w)=A=1 bolanda
gbyberme aralygynda (® », ® 5), we H(w)=0 onun ¢éklerinden
dasynda, ideal simmetriki aralyk NSF {i¢in (2) integrirleme
cékleri bilen, degislilikde ® » we ® , aralykda umumy
yagdayda alyarys:

h(n) = (A/n) [0 ssinc(n ®s) - ®xsinc(n oy)], (21)
ho=(®ws- ® &)/m, h(n)=(sinn ®s- sin n ® 4)/(nm).
bu yerde sinc(n ®) = sin(n ®)/(n ®) — integral sinusyi
funksiyasy (hasaplama funksiyasy), ® koordinata boyunca
tikkeniksizdir.

Yygylyk hisiyetnamanyn bowetleyji filtre inwersiyasy

bolup gecende:
ho=(1-( - ®s))/m, h(n)=(sinn oy- sin n y)/(nmn).
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Sur. 16 Girig signallar. Sur. 17 Signalyn spektri we filtriil
cakleri.

Sur 16,17. birtonally balans amplituda modulyasiyaly
signalyn mysaly getirlendir (arassa signal yokarsynda,
berkidilen sesler bilen asagynda, seslerii giliyji signalyn
giiyjine dendir). Eger — de informasiya modulirleyji signalyn
vygylygynda we amplitudasynda yerlesen bolsa, onda bir
modulirleyji  yygylykly spektri bolan seslerden signaly
bolmegin aralyk filtri sur. 17 getirlen, ideal yagdayynda
modulirleyji yygylygyn (o we ws aralykda) miimkin bolan
modulyasiya ¢éklerinde diiz yygylyk hésiyetnamasyna eye
bolmalydyr.

Filtrii operatorynyn ululygy takmynan su pikirler bilen
kesgitlenilyar. Operatoryni dlgegi néce uly bolsa gecis zolagy
sonca kert bolar we onun Olcegi kigi bolar, yagny ideala
degislilikde filtriit hakykatda amala asyrylan ge¢iriji funksiyasy
has golay bolar. Adatca ilki bilen uly o6lcegli filtri gurup
gormek zerurdyr, onun berlen Yyygylyk héasiyetnamasyna
layyklygyny bahalandyrmak we geljekde peseldip gormegi
synanysmakdyr. Simmetriki NSF {icin N baha tdk san
bolmalydyr. Sur. 18 yokarda getirlen sertleriii esasynda (21)
boyunga hasaplanylan operatorynn koeffisentlerinin sany
boyunca N=100 cdklendirilen aralyk filtrin operatory getirlen.
Suratdan gorniisi yaly operator Ordn hayal O¢ydr we gorniisi
yaly gysgaldylan, ol bolsa filtrin yygylyk hasiyetnamasynyn
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sekilinde goriinmelidir. Galan hemme hasaplamalar su mysalyi
dowamynda gegiriler.
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Sur. 18 Filtriii operatory.

IDEAL FILTRLERIN AHYRKY
GOLAYLATMALARY

Ideal yygylyk NSF operatory, gelip ¢ykysy vyaly,
Oziinden tiikkeniksiz 0¢yédn sanyzygiderligini emele getiryir, ol
berlen gegiriji funksiyany amala agyryar:

H(o) = i h(n)cosnw. (22)

Filtrlerinin operatorlarynyii penjiresinii ¢iklendirilmegi.
Tejribede 94) tiikeniksiz hatary hemise onuni sonky
golaylatmasynyn agzalarynyn kesgitli mukdary bilen
ciklendirmeli bolyar:

H(w) = i h(n) cos n o, (23)

Sol bir wagtda gegiriji funksiya Gibbsiii emele gelmesi bilen

cylsyrymlasdyrylyar we signaly gdyberménin we ayyrmanyi

aralyklarynda gecis zonasy emele gelydr (N=100 bolanda

punktir ¢yzygy). Gibbsin emele gelmesi beygelmelerden

(birinji jynsyn boliinmelerinden) n/(2(N+1)) aralykda gegiriji

funksiyanyn ilkinji zynylmzlzaryny emele getiryar. Eger — de
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gecis zolagynyn Ap giiligini birinji golaylatmada ilkinji
zynylmalaryi uzynlygy boyunca H(w)funksiyanyn
zynylmzsyndan kabul etsek, onda onuni bahasy takmynan
m/(N+1) =Ap den bolar.

1 il H 1t
0.25 oz 0.35 0.4 0.45 0.5 0.55 0.E 0.5 0.7 0.758
YacToTa, pan

Sur.19 Aralyk filtrini gegiriji funksiyalary.

Agram __funksivalarynyii  ulanylsy. Gibbsin emele

gelmesi bilen kesgitlenydn, geciriji funksiyanyn pulsasiya
derejesi maglumatlaryn filtrlenmesinii  goylan meselelerini
kanagatlandyrmayan bolsa, tekizleyji agram funksiyalaryny
ulanmak maslahat berilydr. Agram funksiyalary ulanylanda
gecis zonalary takmynan iki esse ulalyandygyny goz oniine
tutsak, gecis zolagynyn ginelme bahasy Ap = 2n/N den bolar.
Bu yerden berlen gecis zolagy boyunca gysgaldylan hataryn
minimal mukdaryny kesgitlép bolar:
N =2n/Ap. (24)

Mysal iigin sur4 N bahasy 200 diyip alnan, sol bir
wagtda gecis zolagynyn kertligi ulaldy (H'(w), ingce egri ¢yzyk,
N=200), onda agram funksiyasynyn indiki tekizlenmegine
zapas doredi.

Agram funksiyalarynyn saylawyny ayyrma aralygynda
signaly giiyclendirmegin miimkin bolan ossilyasiya ululygy
boyunca amala asyrmak maksada layykdyr, yagny agram
funksiyalarynn geciriji hasiyetnamalarynda birinji zynylmanyn
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degisli amplituda bahasy boyunga amala agyrylmalydyr.
Saylanyp alnan agram funksiyasy iicin agram koeffisentlerinin
hasaby gegirilyér., sofira bolsa filtrin operatorynyn ahyrky
bahalary bellenilyér:

hn = pn h(n). (25)

f
i

L 1 1 1 1 1
200 250 300 350 450 500 850 EOO

OTodeTel k

Sur. 20 Aralyk filtrlenmesi (yokarda — giris signaly, asakda — ¢ykys).

Koeffisentleri anlatmalara goymak bilen filtrinn alnan
geciriji hdsiyetnamasyny gurmak maslahat berilydr we goni
sonun {listi bilen goylan meseleler iicin filtrit yaramlylygyny
bahalandyrmak maslahat berilyédr. Bu sur. (18) anyk goriinyr,
ol yerde bizii mysalymyz iigin Gaussyn agram funksiyasy
ulanylan.  Hp(w) gegiriji funksiya N=100 bolanda H'(w)
funksiyasy yaly tejribede kertlige eyedir we signalyn spektrinin
aralygynda tejribede tekiz beyiklige eyedir. Sur. 19 getirlen
signalyn filtrinifi isleysinin hilini sur. 20 gérmek miimkindir.

Alnan geciriji funksiyany has takyk bahalandyrma
zerurlygy ylize ¢ykanda Furye 6zgertmesi yerine yetirilmaka
onun yygylyk ¢ozgiidini 2 — 4 esse ulaltma maslahat berilyir,
ony hn operatorynyn nullary gosmak arkaly 6l¢egini ulaltmak
arkaly yerine yetirip bolyar.

Esasy agram_funksiyalar. Asaky tablisalarda has gin

yayran agram penjirelerinin afnlatmalary we esasy spektral
hédsiyetnamalary getirlendir. Agram penjireleri goterijiler,
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esasynda, c¢iklendirilmedik bolup duryar we agram penjireleri
hokmiinde ulanylanda difie penjirdniii ¢dklerinde hereket edyar
we onui dasynda nula Swriilyir.Yazgyny yonekeylesdirmek
tigin anlatmalar (0% 1) nula degislilikde simmetriki bolan 2t
wagt penjireli syn gorniisinde getirilydr. Diskret gorniisine
getirlende 2t penjiresi 2N+1 penjiresi bilen c¢alysylyar, t
bahalar bolsa t = nAt diskretler bilen c¢alysylyar.Agram
funksiyalarynyn kopiisi (n = £ N) penjirdnin ¢aklerinde nul ya
— da nul baha golay diyip kabul edilyar. Sonikysy 21t= (2N+3)At
bolanda aradan ayyrylyar, sol bir wagtda nula golay bahalar
penjirdnin ¢éaklerinii dagyna gecirilyar.

Esasy agram funksiyalar.

Wagt penjiresi Agram funksiyasy Furye sekili
= <t =
Adaty (IT) =1, ‘t||t_|: =0, I(w ) = 27 sinc[w1]
T
Barlett (A) b(t) = 1-|t/x B(w) = 1 sinc¥(w1/2).
. 0.5I1(®)+0.25T1(w+m/1)+0.2511
Henning, Gann  p(t) = 0.5[1+cos(mnt/1)] (@) (©+/ry+0.2511(
®-T/1)
= 0.94+0. . . .
Hemming p(t) = 0.54+0.46 0.54T1(w)+0.2311(o+n/t)+0.2311
cos(mt/t) (o-1/7)
Karre (2-e _ . 7' B(0)[1(w), (®) = 1 npu
oKF0) p(t) = b(t) sinc(nt/t) lof<lt

Laplas-Gauss p(t) = exp[-B2(t/1)%/2] [(T/B)\/ﬁ exp(-T'0’/(2p9))] @
()
p(t) =Jo[BV1-(th)’],

JolBl

Furyenin 6zgertmesi bilen
Kayzer-Bessel hasaplanylyar
Jo[X] — Nul hatarly Besselini

— k
Jo[X] _k; [(x/2) ke modifissirlene funksiyasy
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Agram funksiyalaryr spektrleriniz hdsiyetnamalary

.. . Olg. . Bartl Lanso Hennin Hem Karr Lapla Kayz
Olgegleri . penjir .
birl. e ett s g ming e S er
Amplituda
Esasy beygelme T 2 1 1.18 1 1.08 0.77 083 0.82
1-nji zyiiylma(-) %Imm 0.217 - 0.048 0.027 0.0062 0.0016 .00045
2-nji zyniylma(+) 0.128 0.047 0.020 0.0084 0.0016 0.0014 .00028
Esasy beygelménin ginligi ot/2t 060 0.89 0.87 1.00 091 112 112 115
Verlesisi:
1-nji nul ot/2t 050 100 0.82 1.00 1.00 174 152
1-nji zyilylma 0.72 - 1.00 1.19 1.09 191 159
2-nji nul ot/2t  1.00 - 1.29 1.50 1.30 210 174
2-nji zyiiylma ot2t 122 144 150 1.72 141 234 1.88
wt/2t
wt/2t

Kayzeriii___agram___funksiyasy. Yygylyk  NSF

hasaplamalarynda has gin yayrama Kayzerin agram funksiyasy
eye boldy:
p(n) =YoWI-ONT - (26)
Jo[B]

Bu Kayzerin funksiyasynyn ululyklary goni taslanylyan
filtrlerin  geciriji funksiyalaryna tehniki talaplar boyunga
bellenilip bilner — gecis zonasynyn miimkin bolan ginligine we
filtrin sesinii koeffisent bahasyna (goyberme aralygynyn
gecirme koeffisentlerinin  birliklerinde geciriji  funksiyanyn
ossilyasiyasynyn maksimal bahalaryna).

Kayzer tarapyndan A berlen baha T{g¢in NSF
operatorynyil  agzalarynyn mukdaryny gecis zolagynyi
giiilligine kopeldilmegi hemiselik ululyk bolup duryandygy
kesgitlenildi. Ol D — faktor adyna eye boldy:

D =N-Ap/m.
Beyleki tarapdan D — faktor bilen Kayzerin
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funksiyasynyn A ululygy su empiriki gatnagyklar kesgitlenildi:

D = (A-7.95)/14.36 npu A>21.
=0.9222 mpu A<21.
B =0.1102(A-8.7) npu A>50.
=0 mpu A<21.

= 0.5842(A-21)%4 + 0.07886(A-21), 21<A<50.
Bu yerde: A =-20 log A - desibelde 6¢me.

Getirlen anlatmalar sesint koeffisentiniii berlen bahasy
A boyunca Kayzerinn funksiyasynyin B ululygyny kesgitlemage
miimkingilik berydr, D — faktoryin isti bilen bolsa filtriii
agzalaryny kesgitlemige miimkingilik beryar:

N = D/Ap.

Aralyk filtrleri taslanylanda geciriji funksiyanyn
baralgy NSF operatory boyunca alnan sesiii koeffisentinin
bahasy boyunca ilki meseldh6kmany bolup duryar. Munun
sebdbi aralyk filtrin goyberme aralygy iki sany beygelme bilen
ciklendirilien, gegiriji hésiyetnamasynda ossilyasiyanyn iki
sany merkezi yiize ¢ykyar, sol bir wagtda ossilyasiyanyn
goyulmagy mukdar ossilyasiya amplitudasyny hem peseldip,
hem ulaldyp biler. Eger — de goyulmanyn hasabyna
ossilyasiyanyn amplitudasynyil ulalmagyna getirse, onda NSF
hasabyny A baslangy¢ hasabynyn bahasyny peseltmek arkaly
gaytalamak gerekdir.

-~ Aralyk filtrifi hasabynyn mysaly.
AF hasabyny amala asyrmak {c¢in indiki baslangyc
Olceglerde:
g oy = 0.3m,
Ag= 0.6,
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Latatad
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~

-

-
e
e
e

5p = O.ITE,

5= 0.02.
1.A=-20log? A=34.
2.N =1 (A-7.95)/(14.36 Ayp).
N = 18.
3. B = 0.5842(A-21)%4 +0.07886(A-21).
B=2.62.

4. ho = ((,OB'(,OH)/TE ho = 03

. 5. h(n) = (sin Nws-sin nox)/(nm).

h(n)= 0.04521, -0.24490, -0.09515, ... ,
0.02721.

6. pn= Jo{By1-(/N)Z } / Jo{B}. pn= 1.00, 0.997, 0.9882,

" 7. Filtrit operatory: hn = pn h(n),

"

.
-
-
il

A A

i
.
i

n=0,1,2,...,N.
h.n = hn.
hn = 0.3000,
0.04508, -0.2420, ....

N
8. Afilatma boyunga barlamak: H(w) = 2. hncos nw, 0<
n=-N

=TT

Gegiriji funksiyanyn sekilini bahalandyrmak ii¢in 0-n
aralykda spektrin nokatlar mukdaryny 2N diyip almak
yeterlikdir, yagny Aw<n/36 ddimli diyip almak yeterlikdir.
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YYLMANAK YYGYLYK FILTRLERI.

Kébir vyagdaylarda (filtrleri yzygider berkidilende,
giiyeli péasgelgilikler derejesinde signallar boliinende we s.m.)
filtrlerin geciriji hdsiyetnamalarynda ossilyasiyalar olaryin az
galyndy ululygynda hem 6rin zyyanly bolup duryarlar. Mysal
ticin filtrlerin ikileyin yzygider ulanylmagy  gdyberme
aralygyndaky vyalnyslyklar takmynan iki esse kopelyar.,
ayyrylma aralygynda bolsa ikinji derejd kopeldilyér, sol bir
wagtda ekwiwalent filtrin uzynlygy tejribede uzalyar.

Filtrifi_sintezinini prinsipi. Gorniisi yaly tekiz geciriji

hésiyetnamaly filtrleri dinie gegiriji funksiyany Furyenin ahyrky
hataryna diizmek miimkingiligi bolanda miimkindir.

Biz simmetriki geciriji funksiyaly NSF eye diyip
aydalyn:

N
H(®) = ho+2 2 hncos no. 27)
n=1

Belli bolsy yaly cos no cos n derejeli cos ® boyunca
polinoma dendir, sol bir wagtda (6) aillatmany su gorniisde
yazmak miimkindir:

H(w) = nio gn (cos )" = nio gn X", (28)

Bu yerde x=cos o iiytgeydn ululyk 1 we -1 aralykda iiytgeyar
(sebidbi ® 0 we m aralykda iiytgeyir). Uytgeyin ululygyi
liytgemesi abssisanyfi okunyn 180° owriilmesi bilen ¢yzykly
dil 6zgertmini emele getriyir (x tiytgeyin ululyk boyunca PYF
geciriji funksiyalary YYF menzesdir we tersine) dereje
polinomyn {isti bilen funksiyany aiilatmak arkaly. Sonkysy
dereje polinomlarynyn esasynda tekiz funksiyalarynyn sintezi
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cylsyrymlyklar doretmeyénligi bilen gyzyklandyrma doredyér.
Mysal iicin FNC gurnamak ii¢in baslangy¢ hokmiinde
su gorniisli dereje kabul edilip bilner:

g(x)= (1+x)* (1-x)", (29)
bu yerde z we r — ululyklar.
1,79 H H
N S
L R R e R S s SR TR
P22 SO R S— S S S S —
o Y
L R i ARG ooeee S SEEEL LR
7% R S . -
A SR OSSO SSSROO NOO SN - (SN W
0,25
-1 -0,75 -0,5 -0,23 [ 0,25 0,5 0,75 1
KoopauHaTa t.
| g1(z=3, r=") High = = = g2(z=9, r=3) H(g2) |
Sur. 21 Tekiz filtrlerin sintezinin mysallary.
g, —:-1 PerypcupHoe
npeoopazoBaHue
9 —=(_ 1
9, — ()
g-| —
9y —
112

Sur.22 Hatara gelmegin ¢yzgysy.
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(8) funksiya z we r hatarly nullara layyklykda x = -1 u x
= 1 nokatlarda eyedir (sur.21), sol bir wagtda z we r
ululyklaryn bahalary funksiyanyn absissanynn okuna degme
derejesini hisiyetlendirydrler. Hatar nége uly bolsa, funksiya
sonca — da absissa okundan hayal ayyrylyar.

Eger — de funksiyanyn (8) anlatmasyny -1 we x
ciklerinde integrirlense we integralyn -1 we 1 aralygyndaky
bahalara normirlense, onda pes yygylykly filtrin tekiz gegiriji
hésiyetnamasy alnar. Sur 19. Z we r iki sany gosa ululyklar
icin geciriji funksiyalar getirlendir, olar su anlatma boyunca
hasaplanylandyr:

HE)= | gO)dx / | 1 g(x)dx. (30)

H(x) funksiyasy (z-r)/(z+r) nokadynda beygelmi eyedir
we gecis zonasynyn kertligi z we r bahalary nige uly bolsa
sonca — da yokarydyr. x=cos ® goymak bilen ® yygylyk
iytgeydn ululyga gelmeklik funksiyanyn monotonlygy
saklanmagy tipjiin edilyar.

Sonlamada hn filtrin koeffisentlerini kesgitlemek ii¢in
derejelik sekilinden Furye hataryna ¢enli yzyna 6zgertme talap
edilyir. Bu operasiyanyil yerine yetirilmegi rekursiw usul bilen
yeterlik derejede afsat yerine yetirilyar, sur. 20 gorkezilendir.

Tekiz filtriih hasaplama mysaly.
Tekiz yygylyk hésiyetnamasy bolan FNC hasabyny amala
asyrmaly, hdsiyetnamanyn beygelmesi /3 nokadynda. Esas
"hékmiinde (8) funksiyany kabul etmeli.
© 1. x= cos(n/3)= 0.5= (z-r)/(z+r). Kabul edilen: z=3, r=1.
: Baslangyc kopagzasy: g(x) = (1-X)(1+x)3 = 1+2x-2x3-x*,

2. H(X)= j : g(x)dx = C+x+x2-0.5 x*-0.2 x5. x= -1, H(-1)=
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0 bolanda, bu yerde C=0.3. x=1, H(1)=1.6 bolanda.
Sonda: H(x)= (3+10x+10x%-5x*-2x°)/16. gn = {3/16,
:10/16, 10/16, 0, -5/16, -2/16}.
3. Rekursiw dzgertméni ulanyp, alyarys: hn= {(98, 70, 20,
: -5, -5, -1)/256}.

(9) anlatmada yokary yygylyklaryn tekiz filtrlerini
ulanyp integrirleme caikleriniii yerini calysmak yeterlikdir.
Tekiz aralyk filtrleri gdyberme yygylyklaryny bowetlemek
arkaly PYF we YYF kombinirlemek arkaly alynyar.
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DIFFERIRLEYJI SAN FILTRLERI.

Geciriji_funksiya. d(exp(jot))/dt = jo exp(jot) oniim
licin anlatmadan gornilisi yaly, massiwinni Oniiminini filtri
hasaplanylanda H(w) = jo gornisli gegiriji funksiyany
Furyenin hatary bilen approksimirlemek zerurdyr. Munun yaly

filtrin koeffisentleri tdk simmetriya eye bolyanlygy sebépli (h-n
= -hn) denlik yerine yetrilyar:
hn [exp(jon)-exp(-jon)] = 2j haSin nw,

onda filtrinl gecirijilik hisiyetnamasy su gorniise eye bolar:

H(w) = 2j(h1sin o + h2sin 2w + ... + hysin Nw),
Yagny, hyyaly tik hasap edilyir, filtrifi 6zi bolsa funksiyalaryi
bahalarynyn sk degislilikde simmetriki yerlesen dirliiliklerin
¢yzykly kombinasiyalary bolup duryar. Filtrlenménin
denlemesi:

N
Yn = Zl hn(Sk+n - Sk-n)-
n=

Eger — de differensirleméd pes yygylykly signal tésir
edilmeli bolsa, maglumatlar massiwinde bolsa yokary
yygylyklar bolsa, esasy yygylyk diapazonynda approksimasiya
licin bolsa su gorniisli ge¢iriji funksiya berilydr ( hyyalylyk
indeksi bolmazdan):

How)= o, o <ms, H(®)=0, 0:<®< oN.

Differirleyji filtrifi operatory:

h(n) = (2/r) j ;” H(o) sin(nto/on) do, n=0,1,2,...  (31)

Adatgca on = m (At = 1) kabul edip we (10) H(®) = o,
bolanda kabul edip:
hn = (2/m)[sin(Nws)/N? - s cos(Nws)/n], (32)
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ho = 0, h-n = 'hn.
Yygylyk hisiyetnamasy:
Im(H(w)) = 2. hnsinne =22 hysin no. (33)
n=—o n=1

Differensirleme takyklygy. Sur. 23 At=1 (0s = w/2)
bolanda {0-0.5}n yygylyklar aralygynda differirleyji filtrin
koeffisentlerinini hasabynyn mysaly getirlendir. Differirleyji

filtrlerin  operatorlary, adatca Ordn hayal Ocyérler we
layyklykda (12) gerekli derejede takyk yerine yetirilmegi ordn
¢ylsyrymlydyr.

I I I I I
]
P [ ]
. S -, LS - .
1] ':“"-!'"'i"-""-‘.‘.""‘T.-‘"""-T-'“'."”i-""! PPy
.

02 —

- | I I I I
0.4 1] ] 10 15 20 25 n

Sur.23 Operatoryn filtrinin koeffisenti.

(12) hatar N agzalara ¢enli gysgaldylyar we agram
funksiyalaryn komegi bilen Gibbsin emele gelmesi aradan
ayyrylyar. Differensirleyji filtrler {icin Gibbsin emele gelmesi
ordin agramly baha eyedir we maglumatlar islenip
tayyarlanylanda uly yaliiyslyklara getirip bilyir, eger — de onuil
neytrallasmagy yerine yetirilmese. Operatoryn c¢éaklendirilme
mysaly sur. 23 getirlendir we gysgaldylan operatorlaryin H'(®)
layyk geciriji funksiyalary sur. 24 gorkezilendir.
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1
0 0.5 1 1.5 2 25 3
YacToTa, pamHaneL

Sur. 24 Filtrlerin yygylyk funksiyalary.

Gysgaldylan  operatorlar  bilen miimkin  bolan
differensirleme yaliyslyklary bahalandyrmak ii¢in ®s = /2
bolanda filtrin hasabyny gecirelin. (2) anlatmalar boyunca
kesgitleyéris:

ho-10= 0, 0.3183, 0.25, -0.0354, -0.125, 0.0127, 0.0833,
-0.0065, -0.0625, 0.0039, 0.05.

Sn = n yonekey maglumatlar massiwinde filtrini isini
barlap gorelin, onunt 6niimi hemise 1 dendir. Hemiselik 6niimi
bolan massiw tcin filtr massiwin islendik nokadynda barlanyp
bilner, sonun iginde n=0 nokatda, onun {i¢in alyarys

N N
yZZ hnSo-n:ZZnhn,
n=-N n=1

sonda N=10bolanda alyarys: y=0.5512 npu N=5, y=1.53.
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" H=3
o | |
a 05 1 1.5
Sur. 25 Differensirleme yaliiyslyklary.

Oniimin hakyky bahasyna gérd munuii yaly uly tapawut
®=0 bolanda filtrin real geg¢iriji funksiyasynyn gysarma
burcunyn tangensi, suratda gorniisi yaly, H(w) = o
approksimirleyji funksiyanyn gysarma burgunyi tangensinden
gowy tapawutlanyandygy bilen diisiindirilyar.S Sur. 25 ¢ =
H.'(0)/Hu(w) differensirlemanin  degisli  yaliyslyklarynyn
yvygylyk grafikleri getirlendir, onda N — oo bolanda
funksiyanyn ¢ékleri boyunga nul yygylykda bahalary
hasaplamak bilen otnositel differensirleme yygylyk grafikleri
getirlendir. Sur. 26 s garmonikanyn wo yygylykly, N=10
operatorly differensirleménin mysaly getirlendir, ds/dk takyk

differensirleme bilen denesdireninde.
nz

H'ir), N=10

0 20 40 60 a0 100 o 0 oy [A4] 1 15

Sur. 26 Differensirleme operasiyasynyi mysaly.

Agram funksivalaryny ulanmak. Gibbsin emele

gelmesini  neytrallasgdyrmak  {igin Hemmingin  agram
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funksiyasyny ulanalyfi. N=10 bolan filtr iicin netije sur. 10
gorkezilen. sn = n massiwinde hasabyny barlap gorelin we
y=1.041 netijéni alarys, yagny, differensirleme yaliiyslygy esli
peselyar.

I'\epe,u.aquble dJyHKLmM Unepampua . 5TEHHUCTb AnddepeHuMpoBaHHA 0z I'IpHMEp ,u.ndeJepEHu,HpUBaHnﬂ

- T
k=) Hﬁ/fw) e

e SEU

‘\
Hiw) ¢ i@
QJYHH—\HHFY 2

.
- 1 L

D.5 1 15 770 20 40 E0 80

YacToTa, paguanEL HacToTa, pagHaHEL OTcaeTel

Sur. 27 Agram funksiyasyny ulanmak bilen differensirleme.

Sonun yaly wn we ow integrirleme cdginin layyk
iytgemegi bilen aralyk differirleyji filtrin hem hasaby
gecirilydr. Sonda alyarys:
hn= (@xCOS NWy-5c0s Nws)/(n7) + (sin nws-sin nwy)/(n2w). (34)

Cyzykly topar saklanmaly filtrler. Differirleyji filtrler,

diymek hyyaly yygylyk hisiyetnamaly islendik beyleki filtrler,
mysal ii¢cinGilbertiii 6zgertme operatory, sinalyil ¢yzykly topar
saklanmasynyn serti iipjiin edilende kazual wariantda yerine
yetirilip bilner, ol su goérniisde yazylyp bilner.
Ol eger — de filtrin impuls hésiyetnamasy polozitel
simmetriya eye bolsa yerine yetirilyindir:
h(n) =-h(N-n-1), n=0, 1, 2, ..., (N-1)/2, N — tdk (gorniis 1);
n=0,1,2,...,(N/2)-1, N —jibiit (gorniis 2).
Sonda faza hisiyetnamasy filtrin uzynlygy bilen
kesgitleniler:
a(N-1)/2, B=mn/2.
Filtrin yygylyk hisiyetnamasy:
H(o) = [H(o)| exp(jp(w)),  (35)
Bu yerde [H(w)| moduly ték berilyér.
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NSF HASABYNYN ALTERNATIW USULLARY.

Yygylyk hisiyetnamasy boyunca NSF géni hasaplama
usuly diisniikli we wulanylys ticin yonekeydir. Usulyn
yetmezgiligi — mayysgalygyn bolmazlygydyr. Ol géyberme we
ayyrma aralyklarynda yygylyk hisiyetnamalarynyn diirli
denodlcegsiz derejeli filtrleri taslamaga miimkingilik bermeyir,
dendlcegsiz derejesi bolsa filtrin agzalarynyn mukdaryna bagly
dildir we iiytgedilip bolmayar. Yygylyk hisiyetnamasynyi
maksimal  ossilyasiyalary = hemise aralyk  ¢dklerinin
zolaklarynda syn edilyar we ondan daslasanda peselyérler,
yone golay ciklerde bolsa ossilyasiyalaryn
interferensiyalarynyn emele gelmelerini syn edip bolyar.
Taslamada altenatiw usullar has mayysgak bolup duryarlar:
optimizirleyjiler.

Optimizirleyji usullar yygylyk hésiyetnamasynyn

optimal ossilyasiyasy bolan (Cebysew boyunca) Olcegi
boyunga ekonom operatorlary taslamaga miimkingilik beryar.
Olar menzes yrgyldylaryil aralyklaryna esaslanandyr.

146, |—
H(f)| - HMueanknas
NAPAKTEPHCTHI

Ho(D] - Nparriyecas
XAPAKTEPHCTHER

e
N
T

0‘0 1 1 1 1
0 0,125 0,250 0,375 0,5

Sur. 28 Pes yygylyklaryn optimal filtri.
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Pes  yygylyklaryn  optimal filtrinin  yygylyk
hésiyetnamasy sur. 28 getirlendir. Goyberme aralygynda filtrin
real hisiyetnamasy 1-% we 1+% bahalar aralygynda
hemiselikler bilen ossilirlenydr. Hemiselik ossilyasiyany
ayyrma aralygynda amplitudalar 0-% aralygynda tapylyar.
Ideal we hakyky hidsiyetnamalaryin arasyndaky  tapawut
Oziinden E(f) yalnyslyklar funksiyasyny emele getiryar.
Optimal usul h(n) filtrin koeffisentlerini kesgitlemige
miimkingilik  berydr, olar {icin maksimal Ol¢enen
yalityslyklaryin bahasy minimizirlenyér:

min[max(E(f))]
Filtr hasaplanylanda esasy moment hokmiinde ekstremumlaryn
vygylyklarynyn yerlesisini kesgitlemek bolup duryar, ol
Remezin iterasion algoritmi bilen yerine yetirilyar, ondan soiira
ekstremumlaryin  yerlesisi  boyunca  filtrin  yygylyk
hisiyetnamasy berilydr we onun koeffisentleri kesgitlenilyar.

Yyeylyk saylama usuly agram funksiyalary ulanmazdan

yvygylyk hésiyetnmasy boyunca filtrin hasabynyi warianty
bolup duryar we yygylyk — saylama filtrler {i¢in hem, 6zbolusly
yvygylyk hésiyetnamalay filtrler ligin hem ulanylyp bilner.
Usulyin esasynda filtrin yygylyk hédsiyetnamasyny goyberme
we ayyrma aralyklarynda miimkin bolan ossilyasiyalaryn
ululygy boyunca talap edilydn filtrin hdsiyetnamasyna gord
gecis zolagyny soniraky liytgetmek bilen goni san gdrniisinde
bermeklik yatyr. Mysal hokmiinde sur. 13 pes yygylykly filtrii
hasabyny getirelin :
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HN=% n=0.HN Hn=U k=0.N i=0.2 H=1 H,=1 H,=0 Ho=0 AF ! K=48

i 3 4 E T
. N N
by = T Hy+ 3 Z H cos(Znn- AP K) Af = i M=KN m=0.M Hp =hj+2 Z hk-cus[—z:u-m-ﬁﬂ k)
k=1

n=1 =

T T T T T T1I

11|
5 6 7 8
n

ol=maHp) cl=1100 & =-20loglel - 1) 51 = 19276  c2:= -min(Hp) c2=0.167 §2:= -20log(cd) 62 = 15.549

Sur. 29 NSF ululyklaryn berilmegi.

Filtrin operatorynyii hasabyny Furyenin 6zgertmesinii
owtirmek arkaly gegcirelifi, operatoryn alnan hasaplamalary
boyunga bolsa yygylyk boyunca ddiminin 4 — 6 esse peselen bu
operatoryin hakyky yygylyk hésiyetnamasyny hasaplayarys, ol
bolsa ossilyasiyany yiize ¢ykarmaga we filtrin yalnyslygyny
kesgitlemédge miimkingilik beryar.

T T T T 05 T T 111 T
1 ' B
Hy, by Hpam :
Hy by Hy :
aee A S N iee i
1] i
[ I [ I A [ I
o1 2 3 4 5 6 7 8 012345678 o1 23 4 5 6 7 8
n k nk e

Lot o100 6 logel ) B0 =y - 4710 G- Dloged 8-t
Sur. 30 NSF gecis zolagynyi hasabyny saylamak.

Sur. 30 gecis zolagynyn towereginde filtrin
hésiyetnamasynyn saylama netijesi gorkezilendir (2 nokat), ol
bolsa yygylyk hidsiyetnamanyn ossilyasiyasyny 30 esse
peletmige miimkingilik beryér.
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cl =1001 &l =62308 c2=T7402x 10_4 od = 62413

Sur.31 Céginde saylama nokatly NSF.

Bir zady bellemek zerurdyr, filtrini hisiyetnamasynyn
ossilyasiyasynyn liytgemegi goyberme zolagy iigin (¢ékden cep
tarapda nokat bilen) we ayyrma zolagynda (sag nokat bilen)
indiwidual  gegirilydr, yokary takyklyk gerekligi we
gereksizligine  baglylykda. Bu goyberme we ayyrma
aralyklarynda merkezi nokadyn yerlesmegi bilen {i¢ saylama
nokady ulanylanda has effektiwdir, sur. 31 gorkezilendir.

Bu usulyil ulanylmagynda kombinirlenen g¢emelesme
hem ulanylyp bilner: yygylyk hisiyetnamasynda nokatlaryn
artykmag¢ mukdarynyn berilmegi, gecis zolagynda {ic we ondan
kop nokatlarynda filtrin ululyklarynyn kadalasdyrylmagy,
ondan sofira agram funksiyalary ulanmak arkaly filtrin
operatorynyn gysgaldylmagy.
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SIGNALLARYN Z - TRANSFORMASIYASY.

Z — ozgertmdnin_kesgitlenilsi. Z — 6zgertme Furyenin

diskret Ozgertmesinii umumylasdyrylysy bolup duryar. Ol
diskret ulgamlarynyn synynda we hususanda rekursiw san
filtrleri taslanylanda has effektiw ulanylyar.

lIkinji gezek z — 6zgertme P. Laplas tarapyndan 1779 —
nji yylda ulanylsyga girizildi we 1947 — nji yylda W. Gurwig
tarapyndan simwolikasynyii z* calysylmagy bilen gaytadan
“acyldy”. Hazirki wagtda tehniki edebiyatda simwolikanyn iki
gorniisi hem ulanylyar. Ozgertmini tejribede ulanmaklyga ol
tasir etmeydr, sebébi belginin liytgemegi polinomyn agzalaryny
ditie zerkal iiytgedyirler (z° degislilikde), san gifisligi umumy
yoagdayynda -oo we +oo aralygynda bolanda. Geljekde esasy
hokmiinde z derejelerin poloZzitel simwolikasyny ulanarys,
otrisatel simwolikalar bar bolan Yyagdayynda diistindirigler
berler.

s(t)  lzniiksiz ~ Ozbolusly  funksiyanyn, den
diskretizirlenen we sk = s(k(t) hasaplar bilen gorkezilen, seyle
hem goni dikret funksiyanyn, z boyunca dereje polinomyny
birmanyly layyklyga goyup bolar, sk bahalary yzygider
koeffisentleri bolup duryar:

sk= s(kAt) <> TZ[s(kAt)] = ki skZ¥=S(z).  (36)

bu yverde z = otjo = rexp(-jp) — O6zbolusly toplumlayyn
tiytgeyan ululyk. Gorkezme sekilinde z = r-exp(-jo), rae r = |z|
=o'+’ , ¢ = arg(z) =argtg(w/c).

Mysal 1:  sc={1,2,0,-1,-2,-1,0, 0}.
i S(z) = 12°+27'+02%-123-22%-12°+02°+07" = 1+2z-7%-22"-2°.
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Kazual ulgamlarynda ulgamlaryn impuls
seslenmelerinin bahalary k > 0 bolanda bolyarlar we birtaraply
wariantda hereket edyérler:

H(z) = 2. hk Z*.
k=0

Umumy yagdayynda z — Ozgertme — bu agzalarynyn
tikkeniksiz mukdary bolan dereje hatarydyr, sonun ii¢in ol z
bahanyn hemme ginigligi iicin birlesip bilmeyirler. Z -
Ozgertmdnin birlesydn we S(z) bahalaryn ahyrky z oblastyna
birlesme oblasty diyilyar.

» Mysal 2: Ahyrky uzynlykly yzygiderlilik (signal),
sebépsiz: s«k={1,2,3,2,1},k=0,1, 2, 3, 4.

S(z) = 12%4227 14322422 3+12* = 1+2/2+3/2%+2/23+1/7%.

= Gorniisi yaly, z = 0 bolanda S(z) = «. Birlesme oblasty — z

" hemme bahalary, z = 0 hasaba almazdan.

Mysal 3: Ahyrky uzynlykly yzygiderlilik, sebépli (kazual
ulgamyn impuls seslenmesi yaly): sk = {1, 2, 3, 2, 1}, k =0,

E} 1,2,34.

S(z) = 12%4+227 14322427 3+12°% = 142z+37%422%+7".
z = o bolanda S(z) = . Birlesme oblasty — z hemme
bahalary, z = c aradan ayyranynda.

» Mysal 4: Ahyrky uzynlykly yzygiderlilik, iki tarapaly
(simmetriki filtrinn impuls seslenmesi yaly): sk = {1, 2, 3, 2,
1}, k=-2,-1,0,1, 2.

© o S(2) = 1224221 +320422 +12% = 1/2%+2/2+3+2z2+72.

S(z) =0 mpu z =0 u Z = . O6MacTh CXOAUMOCTH HE

" BKITIOYAET TOUKH Z = 0 1 Z = 0.
Mysal 5: Tiikeniksiz uzynlykly yzygiderlilik, sebépli
(rekursiw integrirleyji filtrin impuls seslenmesi yaly): k <0
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: bolanda sk= 0, k >0 bolanda s = 1.

S(z) = 20+2M422+23+ ... = 14z+22+ 7%+ ... = 1/(1-2)
. Difie [z| < 1 bolanda birlesme sertlerini kanagatlandyryp
- biler.

S(z) = «© bolanda z bahalar, polyus diyip atlandyrylyar,
S(z) = 0 bolanlar iigin S(z) funksiyanyn nullary diyip
atlandyrylyar. Mysallardan gorniisi yaly ahyrky uzynlykly
yzygiderlikler ii¢in z — 6zgertme (k>0) sag tarapky boliime eye
bolan z=oo nokat ticin we (k<0) ¢ep tarapky nokatlara eye bolan
z=0 nokatlar islendik kombinasiyalarda hemme yerde
birlesyarler. Tiikeniksiz sebépli yzygiderlikler ticin 6zgertmeler
koordinatlaryn baslangyjynda merkezi bolan birlik radiusly
togalagyi icinde birlesydrler.

Islendik ulgamyn syny netijesinde berlen ya — da alnan
Z — polinom boyunca liytgewsiz sol polinoma layyk gelyin
k polanda k — hasaply funksiyaly
derejelerin koeffisentlerini identifisirlemek arkaly.

Mysal. S(z) = 1+3z%+82%-4z%-27" =

12°+02+322+823+02%+02°-02°-22".

s«=9{1,0,3,8,0,0, -4, -2}.

Z — polinomda z ululygyn manysy onuil funksiyalaryi

funksiya doredilydr, z

s
e

koordinatalary boyunca birlik saklanmanyni operatory bolup
duryanlygyndadyr. s(k) signalynyn z — sekilinii z" ululyga
kopeldilmegi signalyn n aralyga (wagt oky boyunca saga
stiysmegini) anladyar: z"S(z) < s(k-n). Bu barada ynamly
bolmak iicin yokarda getirlen mysalda S(z) kopagzany mysal
{igin z? kopeltmek, yzyna dzgertmini yerine yetirmek we sk =
{0,0,1,0,3,8,0,0, -4, -2} signaly almak yeterlikdir.

Polozitel z derejeli z — sekiller kazual (fiziki amala
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asyrylyan) prosessler we ulgamlar layyk gelydr, olar
signallaryn hézirki we “gecen” wagt bahalary bilen wagtyn real
Olceglerinde hereket edyir. Maglumat EHM - da islenip
tayyarlanylanda signallaryn kazuallygy ¢éklendirilmelerin
hataryna girmeyiar we “onie” signallaryn hasaplaryna layyk
gelydn z otrisatel derejelerini ulanmak miimkin bolyar.
Sonkysy mysal ii¢in filtritt simmetriki operatorynyn sintezinde
ulanylyar, ol maglumatyn islenip tayyarlanylmagyny signala
faza yoyulmalaryny girizmezden amala agyrmagy miimkingilik
beryir. z! simwolikasy ulanylanda “gecen” belgilere z otrisatel
derejeli bahalary layyk gelydr, “geljek” belgilere — polozitel
bahalar layyk gelydr. Z — Ozgertminin esasy ayratynlygy
derejeli polinomly matematiki operasiyalaryn yonekeyliginde
duryar, bu bolsa sanly filtrlerin we spektral synynda uly baha
eyedir.

Furye we Laplasyii _ozgertmeleriniii__arsyndaky

arabaglansyk. Sk diskret signalyny Kronekerii agram
impulslarynyn jemi gorniisinde yazalyn:

o0

sk=s(kAt)= D s(nAt) 3(kAt-nAt). (37)

Signalyn spektrini giclenme teoremasy boyunca
yazalyn:

0

S(w) = k Y. s(kAt) exp(-jokAt).  (38)

Uytgeyin ululyklary calysalyll, z = exp(-jowAt), we
alyarys:

S(w) =ki s(kAt)-Z* = S(2). (39)

Bu yerden Furyenin diskret 6zgertmesi z = exp(-joAt)
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bolanda z — 6zgertménin hususy yagdayy bolup duryandygy
gorlinyar.
Muila menzes goyma bilen z = exp(-p) Laplasyn diskret
Ozgertmesine gegme amala agyrylyar. Umumy gorniisinde:
S(w) =S(z), z=exp(-joAt);
S(p) = S(z), z=exp(-pAt). (40)

Yzyna 6zgertmede:
S(z) =S(w), o=Inz/jot,
S(z) =S(p), p=Inz/At. (41)

Z otrisatel simwolikasynda getirmelerinn arasyndaky
arabaglansyk layyklykda z! = exp(joAt) we z! = exp(p)
goyulmalar bilen amala asyrylyar. z = exp(-jokAt) bolanda z —
ozgertme diskret signallaryil getirmesiniii ayratyn gorniisini
emele getirydr, onda S(z) polinomyna wagtlayyn funksiya
hokmiinde seretmek bolar (kAt koeffisentlerii bahalary
boyunca), seyle hem signalyn yygylyk spektriniii funksiyasyna
(o argumentin bahalary boyunca).

Z — gzgertmiini yazmak koordinatlaryn oky boyuncga Re

z we Im z toplumlayyn z tekizliginde yerine yetirilyar (sur. 32).
Hususanda o yygylyklaryn spektral okunda z — tekizliginde
radiusyn aylawy layyk gelyar:

12| = [exp(-jwAL)| = yJeos (@ At) +sid(@At) = 1.
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| — | T 24 43

-1 05 i
Be 7.

Sur. 32 Toplumlayyn z — tekizlik.

Z = exp(-jmAt) islendik ® yygylygy goymak togalakda
nokat bilen belgilenyir. o= 0 yygylyga abssissa okunyn sag
tarapyndaky Re z = 1 we Im z = 0 nokat gabat gelyir. Yygylyk
yokarlananda nokat togalak boyunca sagat strelkasynyi tersine
stiysydr we Naykwistin yygylygynda gyraky ¢ep orny eyeleyar
on = /At (Re z = -1, Im z = 0).Spektrin otrisatel yygylyklary
asaky yarym aylawda sonun sekillendirilydr. + on nokatlary
gabat gelyir, bahanyn yygylygynyn sofiraky beygelmeginde ya
— da peselmeginde diskret funksiyasynynn spektriniii
periodikasyna layyklykda gaytalanyp baslayarlar. Towerek
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boyunga doly hereket spektrin bir periodyna layyk gelyir,
signalyn spektrinin islendik garmonikasy bolsa tekizlikde
abssissa okuna degislilikde simmetriki bolan iki sany nokat
bilen berilydr. Bu yerden yene — de z — tekizliginde durnukly
kazual ulgamlaryil galtasma oblasty birlik radiusyn toweregini
emele getiryir. Uzniiksiz wagtyh signallary we ulgamlary
kopleng Laplasyn 6zgertmesi bilen yazylyar. Eger — de z=exp(-
sAt), bu yerde s=c + jo, onda:
z = exp(-(o + jo)At) = exp(-cAt) exp(-joAt). (42)

Diymek, |z| = exp(-cAt), arg(z) = oAt = 2nfAt = 2nf/fa,
bu yerde fa - diskretizasiya yygylygy, sol bir wagtda @ oky z —
tekizliginde birlik towerek bilensekillendirilyér, s tekizligin sag
tarapy toweregin iginde sekillendirilydr, ¢ep tarapy bolsa
toweregii  dasyndan  sekillendirilyir. z! simwolikasy
ulanylanda s — tekizligin z — tekizliginde taraplarynyn
sekillendirilmesi yerlerini ¢alysyarlar.

Z - POLINOMLARYN GINISLIGI.

Galtasma _oblasty. S(z) polinomy s(kAt) funksiyanyn z
— sekili ya — da z — sekillendirilmesi diyip atlandyrylyar.

Ozgertme z bahalaryni S(z) hatarynyti gabat gelyin oblastynda
gymmata eyedir, hataryn jemi yagny polyuslara we ayratyn
nokatlara eye bolmadyk z {iytgeydn ululygyn analitiki
funksiyasyny emele getiryér:

2 Izl <o (43)

Umumy yagdayda S(z) polinomlaryil galtasyan z
kopliigi z — tekizliginde kesgitli oblastlary emele getiryérler,
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olar sur. 28 gorkezilendir.
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sur. 33. z — tekizlikleri.

Yokarda getirlen z — 6zgertme bilen Furyeniii 6zgertmesiniii
arabaglangygyndan gorniisi yaly s(t) funksiyasy S(w) spektral
emele getirilise eye bolsa, onda z| = |exp (-jo)| = 1| birlik
toweregi  S(z) polinomyn galtagma oblastyna hokman
girmelidir we tersine eger — de S(z) polinomyn galtasma
oblasty birlik toweregi alyan bolsa s(t) funksiyasynyn Furye
diskret Ozgertmesi - S(z) polinomyn sekildesi, hokman
bolmalydyr, tersine bolsa yok. Bu sundan gelip ¢ykyar, z —
ozgertme diskret funksiyalaryn oOzgertmesinii has umumy
yagdayy bolup, Furye 6zgertmesi bolmadyk funksiyalar ii¢gin
hem bolup biler. Onuii mysaly hokmiinde birlik bokménin
funksiyasy hyzmat edip biler:
uh=1, n>0; un=0, n<O.

Furye Ozgertmesi iicin u(n) funksiyalary yerine
yetirilmeyér, absolyutlar jemlenydr (funksiyanyil energiyasy
tiikeniksizdir). Yone z — 6zgertme ii¢in suny alyarys:

lz| < 1 boalnda kZ izl = kZ 2| < 0. (44)
=—00 =0

Diskret mysallarynn tejribesinde kop dus gelydn z_—
ozgertmdnin mysallary.
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Kronekerifi impulsy. Umumy yagdayda san okunyn
islendik nokadynda Kronekeriii impulsy ii¢in:
k=n bolanda %(k-n), k # n bolanda %(k-n) =0

00

Z‘ 3(k-n) z¥= 2", (45)

Xi(z) =
k==
Kronekerin impulsy tigin nul nokatda layyklykda X: (z)

=2%=1. X: () hatary z — tekizligiti hemme yerinde galtagyar.
Hewisaydyii funksiyasy (birlik beygelme, tiikeniksiz

uzynlygyn sebépli yzygiderliligi, mysal {¢in, rekursiw
integrirleyji filtriit impuls seslenmesi).
X(k) =0 k<0 bolanda, x(k)=1 k> Obolanda.

X(z) = 2 =12
K=o

|z| < 1 bolanda hatar galtagyar, sol bir wagtda onun

jemi:
X(z) = 1/(1-2) den.

Z — odzgertme koordinatlarynn bagynda merkezi bolan
birlik radiusyn towereginin i¢iniit hemme yerinde degislidir.

z't simwolikasy ulanylanda:

X(2) = 1(-zY = z/(z-1), |z|> 1. (46)

Analitik oblastynyn c¢édginde X(z) funksiyasy z=1
bolanda bir yonekey polyusa eyedir.

Eksponensial funksiya:

k < 0 bolanda x(k)=0, k > 0 bolanda x(k) = a* .

X@)= L x 2= ¥ ds= 3 () (47)

Gegen yagdaydakyda bolsy yaly |az| < 1 bolanda hatar
galtagyar, sol bir wagtda:
X(z) = 1/(1-az), |z| < 1/a.
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z't simwolikasy ulanylanda:
X(z) = z/(z-a), |z] > a.
Toplum eksponentasy:
X(k) = exp(jok), k>0; x(k)=0, k<0.

X(z) = é:o exp(jok) z¢ = é:o (z exp(jo))* = 1/(1- z exp(jo)), |z|

<1. (48)

Z — sekillerin_analitik gorniisi derejeli hataryn analitik

anlatma dolamasy miimkin bolanda, z — &zgertmeler iigin

bolyar. Yokarda z — 6zgertmelerifi mysallarynda Hewisaydyii

we eksponensial

funksiyalaryn z — sekilleriniii analitik

gorniislerine getirilisi gorkezildi. Asaky tablisada goni we

yzyna Ozgertmede ulanyp boljak bir hatar gin yayran

funksiyalaryi z — transformasiyasy getirilyar.

Tablisa 2.1
s(k), k=0 7 - sekil S(2) 71 sekil S(2)
funksiyasy
p pI(1-z) lz|<1 pz/(z-1), jz|>1
Bk Bz / (1-2)?, lz| <1 Bz / (z-1)?, Iz >1
B k? Bz (1+z) / (1-2)3, |z| <1 Bz (z+1) / (z-1)3, |z]>1
B ak B/(1-zaw), z| < 1/o Bz/(z - w), lz| > a
Bkak Boz/ (1 - za)?, lz| < 1/a Boz/(z-0w)?, |z|>a
(1-z cos a) / (1-2z cos a+z?), | z (z-cos o) / (z?-2z COS
cosak
<1 atl), [z|>1
) zsin o/ (1-2z cos a+z?), |z| | zsin a/(z?-2z cos a +1),
sinak
<1 [z| > 1
B exp(-ak) B/ (1-zexp(-a)), Pz / (z-exp(-0)), 2|
P |z| < Lexp(-a) > exp(-o)
B z exp(-a) / (1-z exp(-a))?, B z exp(-0) / (z-exp(-a))?,
Bk exp(-ak)

|z| < 1/exp(-a)

|z > exp(-0)

Tablisada z simwolikasy {icin hem, z? simwolikasy
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licin hem oOzgertmeler getirlendir, olar kidwagtlar kébir
matematiki operasiyalar {i¢in peydaly bolyar. Bir simwolikadan
beyleki simwolika ge¢cmek Ordn yonekeydir we z bir
simwolikasynda 1/z beyleki simwolikasyna ¢alysmak arkaly
yerine yetirilyér.

Z - OZGERTMANIN OZBOLUSLYKLARY.

Z — Ozgertménin esasy Ozboluslygy onun yeketdklik
ozboluslygydyr. s(k) yzygiderliligiii islendigi onun galtagsma
oblastynda z — sekil bilen anyk kesgitlenilyiar we tersine z —
sekil boyunca anyk dikeldilyar.

Nazaryyete c¢unlasmazdan DPF — 10 hemme
ozboluslyklary z — 6zgertme ti¢in hem degislidir diyip aytmak
bolar. Olaryn kébirlerini belldp gecelif.

Cyzyklylyk: Eger — de s(k) = a-x(k)+b-y(k), onda S(z) =
aX(z)+bY(z). Degislilikde z — Ozgertme superpozisiyanyn
prinsipini kanagatlandyryanulgamlaryn we signallaryn syny
ticin miimkindir.

Saklanma n taktda: y(k) = x(k-n).

YO = 3y 7= 3 xem 2= 3 x(ion) 2=

o0

2" Y x(m)z™=z" X(z)(49)

m=—oo

n

Layyklykda, signalyn z — sekilini = z" kopeldija
kopeltmek signalyn diskretizasiyanyn n taktyna siiysmegine
getirydr.

Dolamany  ézgertmek.  Filtrlerin  birtaraplayyn

operatory bilen rekursiw dél san filtrlemesi yerine yetirilende:
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s(k) = nioh(n) y(k-n), k=0,1,2, ...

Dolamanyn defilemesiniil z — 6zgertmesi:

o0

S@)= 2 X hm yken) 2=

o0
k=0 n=0

h(n) z" y(k-n) zk" =

= ni::oh(n) z" é:o y(k-n) Z“"=H(@) Y(z). (50)

Seylelik bilen, diskret funksiyalaryn dolamasy ol
funksiyalaryin z — sekillerininn kopeldilmegi bilen gorkezilyar.
Sonia menzeslikde z — oOzgertme iicin z — sekillerinin
6zboluslyklarynyn hemme belli teoremalary subut edilip bilner,
ol bolsa adatydyr. Sebébi z=exp(-jo) bolanda bu 6zboluslyklar
funksiyanyn  spektrlerinin  6zboluslyklaryna doly gabat
gelyandir.

Signallary __ yzygiderlilik __dolamanyii ___bloklaryna

varatmak. Z — Ozgertme signallaryn we funksiyalaryn
bdolmekligini {ipjiin etmige miimkingilik berydr, mysal ii¢in
filtrlerin funksiyalarynynyn gegirijilerini dolamanyn gysgajyk
diizlijilerine boélmek, onun {i¢in z — polinomy nula denlemek
yeterlikdir, onun ai koklerini tapmak we polinomy ikiagalyny
kopeltmek gorniisinde yazmak:
S(z) = ao(z-a1)(z-a2)...,

Bu yerde ao- signalyn soriky hasabaty.

Z — oblastyndaky derejd koordinatlar oblastyndaky
dolama gabat gelyir, we yzyna 6zgerdilende (z-ai) ikiagzalary
ikinokatly {-ai,1} dipollara &wriilyérler, N uzynlykluy signal
bolsa dipollaryn (N-1) dolamasy bilen getrilyar:

sk= ao{-a1,1}+{-a2,1}~{-a3,1}~ ...
Mysal: sk ={1.4464, -2.32, 3.37, -3, 1}.
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S(z) = z*-3z%+3.3722-2.322+1.4464. ao = 1.

% Polinomlaryi kdkleriS(z): a; = 0.8+0.8j,

a2 = 0.8-0.8j,
as = 0.7+0.8j,

¥ as = 0.7-0.8j,

= S(z) = (z-0.8-0.8j)(z-0.8+0.8j)(z-0.7-0.8j)(z-0.7+0.8j).

Polinomlaryn kokleri z — tekizliginde getirlendir.

Polinomlaryn kokleri toplumlayyndyr we koordinata

T

- tekizliginde dort sany ikiagzalar hem toplumlayyn bolarlar.

AYone olar bilelesendir we jisim funksiyasyny almak ii¢in
bilelesen ikiagzalary kopeltmelidir we bikwadrat bloklary
-almalydyr:

S(2) = (z°-1.4z+1.13)(z>-1.62+1.28).

; Koordinat oblastyna gegilende: sk = {1.13, -1.4, 1} =«

{1.28,-1.6, 1}.

. Seylelik bilen, bagdaky signal iki sany Ug¢ agzaly

: signallaryii dolamasynabéliinendir.

Differensirleme. Eger-de s(k) <> S(z) bar bolsa, onda
ks(k) funksiyanyn z — sekilini S(z) differensirldp tapyp bolyar,
ol bolsayokary hatarly polyuslary bolan  S(z) funksiyanyn
yzyna z — Ozgertmesini hasaplap ¢ykarmak iigin peydaly
bolyar:

ks(k) <> z dX(z)/dz.
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YZYNA Z - OZGERTME.

Ozgertme_usullary. Yzyna z — ozgertme z — sekili

boyunga diskret funksiyany dikeltmédge miimkingilik beryar. Ol
mysal iicin rekursiw san filtrlerin impuls hésiyetnamalary
kesgitlenende gifidden ulanylyar. Simwoliki sekilde:
x(k) = TZ[X(2)].
Tejribede X(z) hasaplama prosessinde adat¢ca z — den

iki sany kOpagzanyn gatnasygy bilen ailladylyar:

X@)=(Mo+b1z+bz?+ .. +bnzN)/ (a0 + a1z +az 22

+..+amzM) = x(0) + x(1)z + x(2)z% + ... (51)

Bu gornlisden yzyna Ozgertménin has gini yayran
usullary X(z):

e (idgi boyunca integrirlemek bilen 6zgertme (ayyrma
usuly).

e Elementar droblara b6lme usuly.

e Dereje hataryna bélme usuly.

Dereje hataryna bolme usuly has yonekey we
kompyuterlerde yerine yetirmek {i¢in yarayar, yone ol analitiki
gornlisde netije bermeydr. Yzyna Ozgertmdnini kop sanly
nokatlary berlende onuni algoritminin rekursiyasy netijesinde
san yaliyslyklarynyfi miimkin bolan artmagyna syn edip
durmaly bolyar.

Iki sany bagky usullar analitiki gorniisde netije almaga
mimkingilik berydr, yone X(z) funksiyanyn polyuslaryny
hasaplamagy talap edydr. Polyuslarynyn yokary hatarlarynda
layyk hatarlaryn differensirlemesini talap eder.

Ciigi boyuncd integrirlemek bilen ozgertme matematiki
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cylsyrymly wusullara degislidir. Ol bilelesme oblastynda
yerlesydn we z — sekilin hemme ayratyn nokatlaryny (nullary
we polyuslary) gabayan C 6zbolusly yapyk kontury boyunca
integrirlemek bilen yerine yetirilydr. Integrirleméni konturyn
icinde yerlesydn, 0z i¢ine koordinatalar ulgamynyn merkezini
alyan, polyuslaryn iistiinde yerine yetirmek has amatlydyr,
yagny z! simwolikasynda.Bu simwolikada biz hem su
paragrafy serdip geceris. Yzany 0zgertménin ¢ék integraly:

Sk= (1/2m)) § S2)Z“'dz.  (52)
c

Ayyrma barada Kosi teoremasyna layyklykda bu
integral integrirleme ¢éginin icinde yerlesen funksiyanyn
hemme polyuslaryna degislilikde integralagaky funksiyanyn
ayyrma jemlerine dendir (Res). Her ayyrma kesgitli px polyus
bilen baglydyr:

Res[F(z), px] = L [(z-px) F(2)] bolanda z=pk. (53)

(m =M dzm dzm1
rae F(z) = 2! S(z), m — pk nokdynda diizgiin hatary. Yonekey
polyus ii¢in:
Res[F(z), px] = (z-px) F(2) = (z-px) 2 S(z) bolanda

Z=pk. (54)

Mysal. X(z) = 2%/ (z-0.5)(z-1)? funksiyanyn z — sekili.
¥ x(K) = Res[F(2), p1] + Res[F(2), p2].  F(z) = 2! X(2) =
21 [ (z-0.5)(z-1)%.
. F(z) funksiyasy }’lénekey p1 = 0.5 polyusa eye we ikinji
- hataryfi polyusy p2 =
% Res[F(z), 0.5] = (z- 0.5) 7 | (z-0.5)(z-1)? = Z¥* [ (z-1)?

l=05 = 0.5 (0.5)¢/ (0.5)? = 2(0.5) .
Res[F(z), 1] = d [0 2 1 (205)(@z-1)] = [(z-
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: 0.5)(k+1)z%-2*1] / (z-0.5)? |p=1= 2(k-1).
" Netije: x(K) = 2[(k-1) + (0.5)4].

Droba_bélmek _bilen ozgertme. Bu usulda z — sekil
rasional yonekey droblara boliinydr, sofira tablisanyil komegi

bilen agzaly yzyna 6zgertme gecilydr. Has yonekey gorniisi,
eger — de S(z) funksiyasy z* simwolikasynda z derejelerinde
yayratma miimkin bolanda bolyar:

S(z) =s(0) +s(1) z1+s(2) z2 + ...

Degislilikde, afilatmada kopagzalaryii gatnasyklary z*
simwolikasynda bolmalydyr. Eger — de birinji hataryn
polyuslary S(z) we N=M, onda anlatmany su jemlere boliip
bolar:

S(z) = Bo + C1i/(1-p1z’t) + Co/(1-p2z%) + ... + Cml(1-pmz°
M) =

Bo + C1z/(z-p1) + Caz/(z-p2) + ... + Cmz/(z-pm) = Bo

+ é Ckz/(z-px). (55)

Bo = bn/ an.
Bu yerde Ck — S(z) funksiyanyn ayyrmalary bolan, elementar
droblaryn koeffisentleri.

Ck koeffisentleri hasaplamak iicin afilatmanyil ¢ep we
sag taraplaryny (z-px)/z kopelderis we z=pk goyarys, sol bir
hasabyna berlen polyusdan Ck basga jemin hemme agzalary
nula gecirilydr, ¢ep tarapynda bolsa S(z)(z-pk)/z gatnasygy
galyar, ol bolsa Cx hasabyny hasaplap ¢ykarmaga miimkingilik
beryir:

Ck = S(2)(z-px)/Z |z=pk (56)
Eger — de (4.1) N < M bolsa, onda Bo baha nula den
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bolyar. Eger — de S(z) funksiyasy z=pkx nokadynda m hatarly
polyusa eye bolsa, Ck koeffisenti koeffisentlerii jemi bilen

calgylyar:

-21 Di /(z-px), (57)
i=

Di= ﬁ.%[xa) (z-p)™z], bolandaz=pk.  (58)
1 Mysal. X(z) = 72 | (z-0.5)(z-1)? funksiyanyn z — sekilini

berlen usul bilen 6zgertme mysalyny gaytalap gecelini, ol
“ gecen mysalda ulanyldy. Funksiya p1 = 0.5y6nekey polyusa
eyedir we p2 = 1 ikinji hatarly polyusa eyedir.

X(z) = Cz/(z-0.5) + D1z/(z-1) + D2z/(z-1)%

C =z/(z-1)? = 0.5/(0.5-1)? = 2.

D1 = L[@1)? X@)/z] = & (21 (2-0.5)] |:=1= -2.

D2 = (z-1)? X(2)/z = 2/(z-0.5) |=1= 2.
X(z) = 22/(z-0.5) + D1z/(z-1) + D2z/(z-1).
Her bir adaty drobyn yzyna Ozgertmesini 2.1. tablisasy

N,

PR
Y

boyunga yerine yetirelin.
Netije: x(k) = 2(0.5)% -2 +2k = 2[(k-1) + (0.5)¥]. Netije
ayyrma usullaryna gabat gelyandir.

Eger — de z — sekil drob — rasional funksiyanyp sekiline
eye bolsa, onda yonekey droblara bolmeklik, sofira layyklar
tablisasyny ulanmak bilen adatga kop zdhmet talap etmeyar.
Mysal ii¢in:
S@)=(o+bizt+byz?)/(1-azt)=bo/(l-azt)+bizY(1

-azh+ b2z -azh). (59)

Layyklyklar tablisasy boyunga:

X(2) = 1/(1-azt) — x(k)=aX.  (60)

Bu yerden, 6zgertméanin ¢yzyklylygyny we
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saklanmanyn 6zboluslyklaryny gz illine tutmak bilen:
X(K) = bp a + by a¥ + by a2 (61)

Has yokary hatarly maydalawjylary bolan funksiyalar
ozgerdilende ilki bilen funksiyanyin polyuslaryny tapmak
zerurdyr. Mysal ii¢in, p1 We p2 polyuslary bolan ikinji hatarly
kopagza {igin:

S(z) = 1/(1-a1 z1+az z?) = U[(1-p1 zH)(1-p2 22). (62)

S(z) b1 we b2 belli bolmadyk koeffisentli droblaryn jemi
gorniliginde getirelin:

S(2) = b/(1-p1 1) +bo/(1-p2 1) = (b1- b1 p2 zH+b2-bo p1 7
HY(1-p1 zYH(1-p2 271).(63)
Maydalawjylar den bolan halatynda bu iki anlatmada
sanawjylar hem den bolmalydyr:
(b1 + b2) — (b1 p2+b2 p1)zt=1,
Ol bolsa z derejelerin bir bahaly bolan halatynda yerine
yetirilydr. Bu yerden detilemeler ulgamyny alyarys:
b1 +by=1.
b1 p2+b2 p1 = 0.

Bu denilemeler ulgamyny ¢6ziip b1 we b2 koeffisentlerin
bahalaryny tapyarys, koeffisentleri S(z) goyyarys, droblaryi
jemi gorniisinde anladylan we layyklyk tablisasy boyunca
droblary wagt funksiyasyna gegiryaris.

Derejeler hatarynyii_usuly. (4.1) anlatmasyny goni

(4.1") derejeler hataryna yayratmak bolar, stolblara bdlmek
bilen, onun i¢in  funksiyanyn = sanawjysyny = we
maydalawjysyny z derejesinin beygelydn ya — da peselyin
gorkezijisi bilen afladylyar. Dereje hatarynyn yzyna z —
Ozgertmesi anykdyr.

Z beygelyin derejiniii mysaly. X(z) = (1+2z+2%) / (1-
z+0.47%).
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1+ 2z + 272 1—27z+0.472

v 1— 7 +0.472 1+ 3z +3.622+ 2.47° + 0.967* +
* ... Hatar tiikeniksiz bolup bilyir.
' 3z +0.622
3z-372 +1.27°
3.622-1.273
3.6z2 — 3.62° + 1.447*
2.47° —1.447*

2.47°% — 2.47* + 0.962°
0.96z* - 0.962°
0.96z* — 0.96z° + 0.3842°, u 1.x1.
. Yzyna Ozgertme Z bolanda derejelerin koeffisentlerinifi

PR
S

- identifisirlenmesi boyunga yerine yetirilyér funksiyanyn k-
s adimleri: x(k) = {1, 3, 3.6, 2.4, 0.96, ...}.
Z derejeleriin peselyin nomerlerinii mysaly. X(z) =
1(1+2z+2%) | (1-z+0.4z%) — (polinomyi sanawjysyny we
" maydalawjysyny z\N bolmek) — (z2+2271+1) [ (z2-21+0.4).
z2+27+1 |z2-7! +04
z2-7! +04 1+3z+3.62°+2.423 + 0.962% +
... Sol bir netije.
3z1+0.6
3z1 -3 +1.2z
3.6-1.2z
3.6 —3.67 + 1.447°
- 2.4z — 1.4472
2.4z — 2.47% + 0.967°
0.96z2 - 0.962°
0.96z° — 0.96z° + 0.384z% u .1

(4.1) polinomyn bolme usulyny rekursiw yerine yetirip

HEAE A

>
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bolar:
X(0) = bo / ao,
X(1) = (b1 —x(0) a1) / ao,
X(2) = (b2 — x(1) a1 — x(0) a2) / ao,

x(n) = (bn - (X(n-i) &) /fap, n=1,2,3,... (64)

n
1=1

Z-OZGERTMANI ULANMAK.

Diskret __ulgamlary _ yazmak  signallar  islenip

tayyarlananda nullaryn we polyuslaryn komegi bilen — z —
O0zgertménin has gin ulanylyan oblastydyr. (51) gorniisli
ulgamyn gegiriji funksiyasynyn dereje polinomy nj sanawjynyn
nuly bilen we p; maydalawjynyn polyuslary bilen hemise
gosmaga kopeldijilerin kopeltmegi gérniisinde getirlip bilner:

H(@) = Kq (z-ni) /H @p), (65

bu yerde K — giris signalynyn geciriji koeffisenti (giiyjenmesi).
H(z) polyuslar we nullar hakyky we kompleks bolup bilerler,
sol bir wagtda aj we bj koeffisentlerin hakyky bahalaryny {ipjiin
etmek iicin (51) kompleks koeffisentler bilelesen jiibiitler bilen
toplumlayyn getirlen bolmalydyr.

ACH we FCH ulgamlaryii geometriki
bahalandyrylmasy. H(z) saklanyan informasiyany z -
tekizliginde  nullaryn  (aylawlaryn) we  polyuslaryn

(krestikleriil) goyulma gornilisinde gorkezmek amatlydyr.
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Nullaryn  we  polyuslaryn  diagrammasy  ulgamyn
0zboluslyklaryny we onun durnuklylygyny anyk gorkezyar.
Durnukly ulgamlar ii¢in hemme polyuslar birlik aylawyn
¢ikleriniit dasynda (z! simwolikasy bolanda aylawyi iginde)
ya — da birlik aylawda nullar bilen gabat gelmelidir.Nullaryn
yerlesmegine c¢iklendirilmeler yokdur.

Nullaryn  we polyuslaryn  belli diagrammasynda
ulgamyn vygylyk hisiyetnamasynyn geometriki
bahalandyrylmasy yerine yetirlip bilner. z=exp(-] ®At) bolanda
|z|=1 birlik aylawy o = 0 (z=1) mo 2n (z=-1) esasy yygylyk
diapazonynyn hésiyetnamasynyn yygylyk okuny gorkezyar. zs
= exp(-j o sAt) her bir nokadyna layyklyga (zs — ni) wektory
goylup bilner, i-e nul, onun moduly bolsa Ui = |(zs — ni)| zs bilen
I —nulyn aralygyny gorkezyir, diymek (zs — pj) wektory j-
polyusa layyk aralykda Vj = (zs — pj) we ¢; = arg(zs — p;) faza
burgly. Sol bir wagtda ulgamlaryn amplituda we faza
hdsiyetnamalary birlik aylaw boyunca ® s nokadynyn
sliysmeginde afllatmalar boyunga bahalandyrylyp bilner:

H(w)| = ﬁui/f{v,-, (66)
arg(H(w)) = X; di —2; ¢j. (67)

(66) boyunca seyle netija gelip bolar, ACH yygylyk
boyunga iiytgemegine has uly tésiri birlik aylawyil golayynda
yerlrsrn nullar we polyuslar edyindir.Nulyn goéni aylawyn
tistlinde yerlesende bu nokatda o s garmonikasy doly nullanyar
we tersine, birlik aylawa golay ® s polyusa golaylasanda
ulgamyn giiyjenme koeffisentinin kert ulalmagy bolup gecyar.

Hatarly filtrleme we spektral seljeris signallary isldp
tayyarlamagyn esasy operasiyalary bolup duryar, olar ylmyn
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we tehnikanyil hemme oblastlarynda gin ulanysa eye boldular.
Bu oparesiyalar diskret gornilisinde (san gOrniisinde)
kompyuterlerde yerine yetirilip bilner. Kop yagdaylarda
signallary we hatarly ulgamlary yygylyk oblastynda yazmaklyk
uly gyzyklanma doredydr. Sunun yaly yazgy signallary
islemegin analog gorniisi licin hem, diskret gdrniisi ligin hem
adalatlydyr. Yygylyk oblastyndaky yazga wagt oblastynda
yazmadan ozal kopleng yol berilydr, has takygy, hacanda pes
yygylar filtrleme ya-da hatarly filtrleme, differensirleme,
interpolirleme we tekizleme goz oniine tutulanda gegirilyér.

Signallary islemegin  bu usullaryny telefoniya,
seysmologiya, gidrolokasiya, radiolokasiya we medisina yaly
ugurlarda ylmy barlaglar ii¢in ulanylyar.

Hazirki dowiirde signallary islemegii san gorniisine has
uly {ins berilydr. Bu ders bolsa san signallary bilen isleyin, bu
ugur  boyunca  bilim  alyan, san taydan  isldp
tayyarlamagynmaglumatlaryny  giindeki  senagatislerinde
ulanyan, gofizikler, geologlar we beyleki ¢alymdas ugurlaryn
hiindrmenlerine 6rén peydaly bolar.

Has dogrusy, bu ders esasan hatarly san filtrlemesine
we diskret spektral seljerilisine bagyslanandyr, has uly iinse
bolsa yygylyk oblastynda signallary we ulgamlary yazmaklyk
eyedir.
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DISKRET HATARLY ULGAMYNYN MODELI

Bu boliimde hatarly diirli deiilemelere esaslanan
algoritmlerin esaslaryna seredilip gegiler, mysal {igin:
y = (nT) =Ky (nT-T) + x(nT), y(-T) = 0;
y(nT) = Y7, K,y (0"T-KT) + Y0 L. x (nNT-KT). (68)
Bu denlemelere kdpleng rekursiw we awtoregressiw diyip
atlandyryarlar, olar diskret hatarly ulgamlary yazmagyn diirli

usullary {i¢in baslangy¢ bolup duryarlar, has takygy yygylyk
hésiyetnamalaryni, san hatarlarynyn  blok-¢yzyklarynyn,
toplumlayyn z — tekizlikde geometriki teswirleménin we z —
Ozgertménin operator usulynyn komegi bilen bolyarlar. Bular
barada esasyny diiziijji maglumatlary Kayzerin, Reyderin we
Goldyn edebiyatlarynda bardyr.

Hatarly (analog) Zynjyrynyn nazaryyeti
induktiliwliligin, goéwriimliligin we garsylyklaryn elektriki
ozboluslyklarynda esaslanyar, olar Kirgoffyn kanunynyn
istiindenhemiselik koeffisentleri bolan hatarly differensial
deiilemelerint komegi bilen zynjyrlary yazyp bilyéarler. Mundan
tapawutlylykda diskret ya-da san hatarly ulgamalry hemiselik
koeffisenti bolan, yorite ya-da uniwersal kompyuterlerde
sanlaryn {stlinde 1sldp ¢ozip boljak hatarly diirliilik
deiilemelere esaslanyar. Diirliilik algoritmleri yerine yetirilende
giris signallary wagt boyunca diskret hasaplamalaryn toplumy
gorniisinde getirilyanligi wajyp pursat bolup duryar.

Kop dus gelydn meseleler iicin su asakdaky model
ulanylyp bilner:
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Giris yrgyldysy X(t) 2| Diskreti- | 2 | Kwanti- |2
zator zator

x(nT) (nT)

2 | Sanbilenisledil- | | Dekoder [P ¢ykys yrgyldysy

yan masgyn

y(nT)

Bu meselelerde isldp tayyarlama sezewar edilyin
signallar analog bolup duryar, yone islenip tayyarlamanyn 6zi
san gorniisinde amala asyrylmalydyr. Yone hemme meseleler
bu topara degisli bolmayar, mysal {igin kéabir signallar
operatorlaryna giris analog signallary soramayar. Bu ¢yzgydan
gorniisi yaly x(nT) yzygiderliligini almak ii¢in analog signaly T
wagt aralyklary boyuncga diskretizirlenydr. Sunuii yaly
diskretizasiya isin netijesini diirli usullar bilen hisiyetlendirip
bolar: ona sertleyin lstiine goyma diyip atlandyryp bolar.
Yygylyk oblastyna degisli terminlerde bu, analog signalynyii
spektrlerinin = gapdal spektrlerinin  yokarky we asaky
gorniislerinde 1/T, 2/T, 3/T we s.m. yygylyklaryn golayynda
gaytalanyp duryar diymegi anladyar. Eger-de diskretizasiya
yvygylygy Naykwistiii yygylygyndan asakda bolan bolsa (yagny
1/T sinalyn ininifi ikeldilen 6lgeginden pes bolsa), onda gonsy
spektrler bowetlenyér, yygylyk yoyulmalary yiize ¢ykyar, olar
bolsa analog signallaryn hatarly filtrleme bilen dikeldilmegini
miimkin etmeyér.

77



Cyzgydaky kwantizator islendik hédzirki zaman san
prosessoryn hokmany bolegi bolup duryar. Bir zady bellemek
zerurdyr, kwantlama effekti c¢yzgyda gorkezilen san
masynynyn i¢inde hem bolup biler. Olar mysal {i¢in ahyrky
uzynlygyin registrinde san goOrniisinde hatarly diirliilik
denleménin hemiselik koeffisenti yazylanda dus gelyér. Sunun
yaly effekt dirliilik deilemelerin 6zboluslyklary hemiselik
kesgitlenen bolsa statiki diyip hasaplamak bolar. Seyle hem
dinamiki effektler bardyr, olar hacan-da signallar koeffisentlere
kopeldilende ya-da beyleki signallara kdpeldilende we registrin
ahyrky uzynlygyna ¢enli 6nlim tegeleklense ya-da ¢éklendirilse
yiize ¢ykyar. Eger-de ¢ykys signalyny {izniliksiz almak talap
edilydn bolsa, yokardaky ¢yzgydaky yaly, onda »(@mT) cykys
signalynyn sanawy dekoderden ya-da ¢ekiji gurnawdan gegyar,
ol impulslaryn yzygiderliliginden {izniiksiz signaly doredyar.
Dekoder — bu san-analog Ozgerdisleri, ondan sofira hatarly
analog filtr isledilip, diskretizasiya isinde yiize ¢ykan artykmag
yygylyklar ayyrylyar.

Uzniiksiz hatarly dinamiki ulgamlary éwrenmeklik ep-
esli derejede Laplasyin we Furyeniii 6zgertmelerinin operasion
usullarynyn girizilmegi bilen yeilledi, seyle hem zynjyrlar
nazaryyetini ulanmaklykdyr. Edil sonun yaly z — 6zgertméani
girizmeklik we zynjyrlar nazaryyetini ulanmaklyk hatarly
diskret ulgamlaryny 6wrenmeklige yardam edyér.

Z — ozgertmede - belli bolsy yaly birinji diizgiinli dirlilik

deiilemesi sinuniodal tédsirde yygylyga baglylykda ulgamyn
Oziini alyp barsyny hiésiyetlendirydn gegiriji fuksiya bilen
getirip  boljakdygy miimknidir. Sonuii yaly-da gegiriji
funksiyany geometriki sekillendirip boljakdygy ayan boldy.
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Sonun yaly teswirleméninn umumylasdyrylan hatarly diirliilik
defilemd yayramasynyn farmal esasy z — Ozgertme bolup
duryar. Ol, dirliilik deiilemelerinde Lapsanyn differensial
deiillemelerde yerine yetiryin algebraik igleri yerine yetiryar.

Z — Ozgertmdnin ayratynlyklaryna gysgaca seredip
gecelin, sofira bolsa z — Ozgertminin usullaryny diliilik
deiillemelerii  umumylasdyrylan ¢ozgiitlerini tapmak {igin
ulanalyn.

x(0), x(T), x(21),..., x(nT) sanlarynn yzygiderligine
seredip  gegelin, olar  X(T) lzniksiz  yrgyldynyn
diskretlenmeginde emele geldiler. Bu yzygiderliligin z —
Ozgertmesi su asakdaky yaly kesgitlenilyar:

X@) =m0 Xx(nT)z™™;  (69)

bu yerde: z-toplumlayyn iytgeyji, X(z)- sol toplumlayyn
iiytgeyjinin funksiyasy.
Bu defilemede iiytgeyjiniii dereje hatary z ! bolanlygy sebipli,
onda bular yaly hataryn gosulmagy barada sorag yiize ¢ykyar.
Su asakda Gurewigin bu mesele boyunga gegciren islerinini kibir
esasy netijeleri getirilyar.

Dernleme |Z | > R {ligin gosulyarlar we |Z | < R li¢in
daslasyarlar, bu yerde R gosulma radiusy.

|lx(nT)|Y", n=1,23......, (70)

yzygiderlilik ti¢in yokary ¢akdir.
Mysal ti¢in eger-de x(nT)=K" bolsa, onda delleme denileme
towereginl dasynda gosulysyarlar.

|Z] > R ii¢in X(z), zynjyryn analitik funksiyasydyr.
Seylelik bilen yokardaky deiileme bilen kesgitlenen we
analitiki dowam etme bilen biitin z-tekizlige yayran funksiya
X(nT) yzygiderliligin z-6zgertmesi diyip atlandyrmak bolar.
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Yzyna z — ozgertmede kesgitleme boyunga X(nT), x(z)-den
yzyna z-0zgertmesidir. Ony Kosinifi integral teoremasynyn

komegi bilen yokardaky deiileme bilen tapyp bolar. Ilki bilen
defileminiii iki tarapyny z! kopeldelin, sofira iki toparyny
yapyk ¢dk boyunga integrirldlin.

Eger-de itnegrirleme ¢égi tiikeniksiz hatarly gosulma
oblastynyn iginde yatan bolsa, onda toplama we
operariyalarynyn yerlerini ¢alsyp bolar:

$x(2)z" ! az = ¥ x(nT)
95 Zk -n-1 az

Kosinini teoremasy seyle diyyar. Eger-de integrirleme
cidgi koordinatolarynbasyny 0z icine alyan bolsa onda
gﬁz k—n—-1gz = 0 hemme K iicin degislidir, yone difie K=n
degisli dildir. K=n ii¢in integral 27T defi bolyar. Yokarky
afilatma suny ulanyp yzyna z-6zfertme barada teorema alyarys:

-1 _
X(KT) ;jgﬁx(z)f{ Laz

X(KT) = K" sertinde x(2)=1/(1-Kz1)=2/(z-K)

X(nT), x(z)-den yzyna z-6zgertmedigini subut etmek ii¢in alnan
denllemdmizi ulanalyin we K uly bolan radiusyn togalagynyn
yanynda integrirleme gecirelini:

z"az

1
x(nT) = — .
)= o Y7k (71)

Bu denilleme hasaplap ayyrma teoremasynyin komegi
bilen ¢oziilyér, eger-de z=K bolanda integrirleme ¢édgi polyusy
0z i¢ine alyar. Seylelik bilen K+E radiusly C: tegelegi layyk
bolyar, E bolsa nice diysen pes burg bilen alnyp bilner. Yone
bu yagdayda C. ya-da islendik beyleki kontur hem alnyp
bilner, ol polyusy 6z i¢ine almalydyr.
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Eger-de K>1 bolsa, onda gosulysma toplumlayyn z-
tekizliginde birlik tegeleginin dasynda yatandyr. Kop
yagdaylarda x(nT) = K" yzygiderliligi K>1 fiziki gyzyklanma
doretmeydr, sebdbi sunun yaly yzygiderlilik n galmagy bilen
tiikenikzis 6syir we durnuksyz diyip klasifisirlemek bolar.

Seylelik bilen birlik tegelek z-tekizliginde K" gorniisli
durnukly yzygiderlilikler ticin gosulysma oblastynyi i¢cinde bar
bolanlarynynarasynda in kici tegelek bolar. Birlik tegeleginin
bu hésiyeti hemme yzygiderliliklere yayradylyp bilner we
sunun birlik tegeleginiii yzyna z-0zgertme ii¢in integrirleme
¢igi hokmiinde ulanylyp bilner.

DOLAMA BARADA TEOREMA

X(z), X(nT) — i1 z-6zgertmesi bolsun a H(z) bolsa, h (nT)
— 1 z-0zgertmesi bolsun onda Y(z) = X(z) H(z), y(nT) z-
Ozgertmesi bolsa, onda
y(nT) =Y _ox (MT)h ("T-mT) =y _ x ("T-mT) h (mT)

(72)

Bu gatnasygy subut etmegin yonekey yoly su asakdaky

gatnasygy owrenilen induksiya usulyny ulanmakda duryar:
X(2)H ()=
[x(0) + x(TMz ' +x(2Tz 2 + - x(T)z "] *

*

[h(0) + h(T)z™* + h(2T)z"%2 + --h (nT)z™™] = x(0)h(0) +
+71
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[x(0)h(T) + x(T)h(0)] + z%[x(0)h(2T) + x(T)h(T) +
+x(2TYh(O)] + - = y(0) + z~y(T) + z 2y (2T) +
+2z73y(3T) + -

Eger-de h(nT) hatarly diskret zynjyrynyn birlik impulsa
bolan seslenmesini goz 6miine getiryan bolsa, onda
y(nT)=
n_oX(mT)h(nT —mT) = Y _ox(nT —mT)h(mT)
(73)

bu zynjyryii X(nT) Ozbolusly giris signalyna seslenmesini
kesgitleyar.

Toplumlayyn dolama barada diisiinje.

IKi sany z-6zgertmidni kopeltmeklik yzygiderliligin
dolamasyna layyk gelyér. Su boliimde iki sany yzygiderliligin
z-0zgertmesine seredip gegeliil. Goy,

U@)=2 o o x(nT)y(nT)z™
we X(z), x(nT) z-6zgertmesi, Y(z) bolsa y(nT)-n z-6zgertmesi
bolsun. Diymek,

y(nT) = 2—;515 Y(v)v™ Ldv

1 _
x(nT) = — n-1
(nT) py ¢ X(v)v" ldv
integrirleme ¢égini birlik tdleg gérniisinde saylap alalyn. Onda,
1 _
U@)=)r o x(nT)z “—2 , gﬁY(v)v“ Ldv (74)
]
Integrirleme hem-de toplama operasiyalarynyn yerini

calsyp we netijeleyin toplumlamany z-6zgertme diyip seretsek,
su asakdaky anlatma gelyaris:
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U=~ $YW)X () v tdv (75)

Bu denlema kawagtlar topluumlayyn dolamanyn teoremasy
diyilyar. Ol dolama sekiline eye bolanlygy sebépli,
integrirleme ¢égi birlik tegelegi serti saklamyzda we
v=ef'9, 7=z e7?
calsygyny yerine yetirsek, su asakdaky denileméni alyarys:
1
Utel?) =
(re ) 27: j
T je jlp—6)
Y(e )X (re )d6‘.
On yanyndaky aillatmanyii hususy yagdayy gyzyklanma
doredyir, haganda
X(nT)=y(nT) we z=1
bolsa iki sany aﬁlatmany ulanyp alyarys:
V3 (aT) frav| ﬁv dv.
Bu afllatma signalyn z-0zgertmesini amala asyryp,
ortakwadratik bahasyny anlatmaga miimkingilik berydr. Bu
gatnasyklar sesler 6wrenilende ulanylyar.
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