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Giris

Analitiki geometriya matematikada esasy orun tutyar. Bu okuw
kitabynda ilkibasda analitiki geometriyanyni esasy diistinjeleri beyan
edilydr. Onda nazary maglumatlary berkitmek iicin anyk mysallar
slenip gorkezilydr. Sofira ¢yzykly algebranyn esaslary getirilyar we
kopsanly mysallar islenip gorkezilydr.Okuw kitaby matematik
talyplara niyetlenendir.
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1.Wektorlar algebrasynyn elementleri.
Wektorlar.
Wektorlaryn kesgitlemesi.

Goni ¢yzygyn kesimi iki sany denhukukly nokatlaryn — uglaryn
komegi bilen berilydr. Emma nokatlaryn tertiplesdirilen jiibiiti arkaly
kesgitlenen  ugrukdyrylan  kesime-de garamak bolardy. Yokarda
agzalan nokatlaryn haysysynyil ilkinji /baslangyc/, haysysynyn ikinji
lahyrky / bize belli bolmaly.

KESGITLEME: Ugrukdyrylan kesime /seyle hem nokatlaryn
tertiplesdirilen  jiiblitine/ wektor diyip at Dberilyar. Wektorlaryn
toparyna baslangyjy we ahyry gabat gelyin we nul wektor diyip
atlandyrylyan wektory hem gosjakdyrys.

Kesimii ugry strelkanyn komegi bilen bellenydr. Wektoryi

harply belgisinii  yokarsynda strelka goyulyar. Meselem: ﬁ/@u
vazgyda wektoryin baslangyjyny gorkezyin harp iki yazylyar/.
Kitaplarda wektoryn belgisini strelkadan basga garamtyk harp bilen
hem anladylyar. Nol wektory _0} ya-da 0 bilen belgiliris.

Wektorynn  baslangyjy bilen ahyrynyn arasyndaky uzaklyga
onun  uzynlygy / seyle hem onun moduly , obsolyut ululygy /

Eger wektor bir goni ¢yzykda yerlesen bolsa ya-da parallel

goni ¢yzyklarda yerlesen bolsa, yagny gysgaca aydanymyzda, su
wektorlaryit hemmesine parallel bolan goni ¢yzyk bar bolsa, onda su

......

Eger wektorlar bir tekizlkde verlesen bolsa ya-da parallel
tekizlklerde verlesen bolsa, gysgaca aydylanda, eger su wektorlaryi
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hemmesine parallel bolan tekizlik bar bolsa, onda bu wektorlara
komplanar wektorlar diyilyar.

Nul wektoryn belli bir kesgitlenen ugry yok, sonui {iginem
ony islendik wektora kollinear diyip hasaplayarlar. Onuii uzynlygy,
elbetde, nula dendir.

KESGITLEME:Eger iki wektor kollinear bolsa, olar bir
tarapa ugrukdyrylan bolsa we olaryn uzynlyklary den bolsa, onda bu

......

Bu kesgitlemeden asakdaky gelip c¢ykyarbiz islendik A’
nokady alyp, kibir berlen AB wektora deni bolan E wektory gurup
bolyar / 6zinem diie bir wektor/ ya-da kdwagt aydylysy valy A'B’
wektory A’ nokada gogiirip bolyar.

Wektoryi iistiinde cyzykly amallar.

Wektorlaryn istiinddki ¢yzykly operasiyalara wektorlary gosmak
we wektory sana kopeltmek giryar.Olaryn kesgitlemelerini yatlaly.

KESGITLEME:Goy, bize — we —b’ wektorlar berlen
a
bolsun. Olara den bolan E we H—E wektorlary guralyn
}'/agny:‘ wektoryn ahyryny we _b} wektoryn baglangyjyny erkin B

nokada gecirelin. Sonda F wektora ;’ we ;} wektorlaryil jemi

......

BELLIK:B nokadyn deregine basga bir B'- nokady alan bolsak,
onda biz jem hokmiinde basga ;E wektora deni bolan E wektory

alardyk.
Iki wektoryn jemini olara degisli edydn amala wektorlary

......

KESGITLEME:Eger ? wektor asakdaky sertleri
kanagatlandyryan, yagny:

|l—=|a|*—
|B] I l lal
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Il.b—l‘ wektor —; wektora kollinear.

I1l.LEger o>0 bolanda —b} we — wektorlar bir tarapa
a

ugrukdyrylan, eger- de a > 0 bolanda, olar garsylykly taraplara
ugrukdyrylan bolsa, onda —b}wektora — wektorynl a sana kopeltmek
i

hasyly diyilyér. Elbetde a=0

bolsa,onda ;}:—ﬂ* bolyandygy I-nji sertden gelip ¢ykyar.

? wektoryil a sana kopeltmek hasyly (x*—b> bilen belgi-

lenilyar. Wektorlaryn iistiinddki ¢yzykly operasiyalaryn

esasy hdsiyetlerini sanap gecelin.

I Wektorlary gosmak kommutatiwdir, yagny islendik ki — we
i

?wektorlar licin —’+—b’:—b’+—’ deiilik yerine yetyar.
i i
2. Wektorlary gosmak assosiatiwdir, yagny —},—b’ we — wektorlar
i G

ucin /—+—*/+—=—+/—+—/ denllik verine yetyir.
¢ a b c b ¢ Y Y ty

3. Islendik E’ wektoryn stiine _0} wektor gosulanda _b} wektor
SN
liytgemeyar:—+-3="—
Su yerde bir kesgitlemini yatlalyn:Eger iki wektoryn jemi nol
wektora den bolsa, onda ol wektorlara garsylykly wektorlar
diyilyér.
4. Islendik ;’ wektor tigin /-1/ ;’ wektor garsylyklydyr, yagny ?/-
1/—==—

a 0
5. Wektory sana kopeltmek assosiatiwdir, yagny islendik E’ wektor

icin /o B/;’=a/[3 ;’/ denilik yerine yetyér.
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6. Wektory sana kopeltmek sanlary gosmaga gord distributiwdir,
yagny islendik o we 5 sanlar iigin we islendik —* wektor iigin /o +
il

B/E}=;}+B*? denilik yerine yetyar.

7. Wektory sana kopeltmek wektorlary gosmaga gord

distributiwdir, yagny islendik o sana we islend ik ;} we ;’

wektorlar ticina ./?+—b>/=a ;}+ a _b} deiilik yerine yetyér.

8. Wektory birlik sana kdpeltmek ony iiytgetmeyir, yagny I.? :;};
;} wektora garsylykly bolan wektor :: bilen belgilenyér. ;} wektora
we _b} wektora garsylykly bo;an _—E wektoryn jemine, yagny :‘+

/::/ ya-da gysgaca ?-—b} wektora ? we _b} wektorlaryn tapawudy
Gosmak amalyna ters bolan we ki wektora olaryn tapawudyny
degisli edyan amala wektorlary ayyrmak diyilyar:iki wektoryn —b} +

;}z? jemi boyunca we gosulyjylaryn biri bolan _b} wektor boyunca
biz ikinji gosulyjyny tapyp bilyéris, yagny

—3——3_—3
x a b

Ayyrmak amaly gosmagyn TUsti bilen kesgitlenenligi sebépli, ony
mundan beylik ayratyn amal hasp etjek dildiris. Seyle hem wektory
0#0 sana boOlmegi ayratyn kesgitlip durmarys, ¢ilinki ony
a~  lsana kopeltmek bilen calsyryp bolyar.

Cyzykly operasiyalary ulanyp, sana kopeldelnn wektorlardan

jem diizlip bilyéris:®4 ?HIQ _b} oo + 0y, b_} su  gorniisdaki
1 2 k
anlatmalara wektorlaryn cyzykly kombinasiyalary

diyilyar.Cyzykly kombinasiya girydn sanlara ol kombinasiyanyi

Cyzykly operasiyalaryn yokarda sanalyp gecilen hisiyetlerin

komegi bilen ¢yzykly kombinasiyalardan diizilen anlatmalary
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algebranyn  adaty  diizgiinleri arkaly Ozgerdip bolyar, yagny
skobkalary agmak, menzes¢lenleri toparlamak, kdbir c¢leni garsylykly
alamaty bilen deiligin beyleki bdlegine gecirmek we sufla meiizes
operasiyalary yerine yetirip bolyar.

Wektorlarynn ¢yzykly kombiasiyasy asakdaky ©z-6ziinden diisniikh

hisiyetlere eyedir,eger — ,—,....... ,— wektorlar kollinear bolsa, onda
2y g iy
olaryn islendik cyzykly kombinasiyasy sol wektorlara
kollineardyr,eger —,—,.......,—* wektorlar komplanar bolsa, onda
fy Oz Ok

olaryn islendik ¢yzykly kombinasiyasy olar bilen komplanardyr. Bu
hiasiyet a— wektoryn ? wektora kollinearlygyndan we wektorlaryni
a

jemmin sol wektorlaryn tekizliginde yerlesyiandiginden , hatda
gosulyjylar  kollinear  bolanda, olar bilen bir goni ¢yzykda
verlesyandiginden gelip c¢ykyar.

KESGITLEME:Go6ni ¢yzykda islendik nul didl wektora
bazis diyip bolyar.

Tekizlkde belli bir tertipde alnan iki sany Ozara kollinear
dal wektora bazis diyilyar.Ginislikde belli bir tertipde alnan ii¢ sany
komplalar dal wektora bazis diyilyar.

BELLIK:Tekizlikddki bazsii wektorlary nul wektor bolup
bilmeyér, ¢iinki olaryn biri  nul-wektor  bolaysa, olar kollinear
bolardy.Seyle hem giisligin bazisinin ikisi kollinear bolup  bilmez,
clinki seyle bolanlygyna olaryi {iciisi hem komplanar bolardy.

Eger wektor  birnidge wektoryn  ¢yzykly kombinasiyasy
gorniisinde afiladylan bolsa, onda ol wektor  berlen wektorlar

------

boyunca dagydylan diyilyar.Kopleng wektoryn — bazis wektorlary
boyunga dagytmasyna

garalyar.
KESGITLEME:Eger —,—,—*  wektorlar ginislikde
dy dz Az
bazis wektorlary bolsa we — —=@y —+0t; —+03 — bolsa, onda
3 b'l bz bg

0y, (3 &3 sanlara —* wektoryn berlen bazisddki kompanentalary
a

/ ya-da kosdunatalary /diyilyir. Wektoryn tekizikddki we goni
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cyzykdaky  kompanentalary  edil yokardaky vyaly kesgitlenilyar.
Wektoryit  komponentalaryny harply  belgllenminii  yzyndan

skobkalarda  yazyarlar. MESELEM:—/1,0,1,/ yazgy —* wektoryn
i a

ginislkde berlen kébir bazisde kompanentalarynyn degisliikde I-e,
0-a we I-e dendigini arladyar.
1-nji Teorema : Kébir goni ¢yzyga parallel bolan her bir wektor sol
goni ¢yzykdaky bazis boyunca dagadylyp bilner.
Subudy: Bu tassyklama asakdakyny anladyar . Nul ddl —*( gbni

=3

cyzykdaky bazis) wektora kolleniyar bolan her bir —} wektor tigin &
san tapylyp, —} a - —" denlik yerine yeter. Seyle san —" we —}

wektorlaryil bnmenzes ugrukdyrylandygyny ya-da olaryn garsylykly

ugrukdyrylandygyna baglylykda ya —*/—* sana ya-da —: —* sana
a & i =3

deni bolar.

2-nji teorema: Haysydyr bir tekizlige parallel bolan wektory sol

tekizlikde alnan bazs boyunca ¢yzykly kombinasiya dagydyp bolar.
SUBUDY:Bu tassyklamanynn manysy

asakdakydan ybarat. Ozara kollinear dl iki sany — we —

Gy Qg

wektorlar bilen komplanar — wektor i¢cin /— we —* wektorlar sol
=51 dz

ki tekizlkde bazis mele getlryéirler / — we —* sanlar tapylyp,
&y az

—}:iltl —}+i12 —  denlk yerine yeter. Bu sanlary gorkezmek {i¢in
g1 el

berlen wektorlaryii / —,— we —} / {gtsinii hem baslangyglaryny

ﬂal

bir 0 nobatda yerlesdireris we —3’ wektoryn A ahyryndan — wektora

o
parallel bolan AP gbni ¢yzygy gecireris.
Onda wektorlary gosmagyn kesigtlemesinden alarys: —*=—2+—7*,

p4A oP pa’
Ozlinem o_p} wektor bolsa — wektora kolllnear—A} wektor bolsa, —
iy fz
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wektora kollinear./Hususy halda {; we ;; wektorlaryn islendiginif

nul wektor bolmagy miimkin/.Indi gwe ;; wektorlar tigin  1-nji

teoremanyn tassyklamasyndan peydalanyarys:

—}:Dlil — we —* :i::‘l::2 — bu }'/erden —}:D':l—} +C‘(2—}

oF 2y FPAa 2o o4 ey go
ya-da — = — +C‘(2 —F
a gy ey

3-NJI TEOREMA: Her bir wektory gmislikde alnan
bazis boyunca dagydyp bolar.
SUBUDY:Bu teoremanyn tassyklamasy asakdaky

valydyr.Her br — we komplanar dal —,—* we — wektorlar iicin
a aq dy g

4,05 We 5 sanlar tapylyp:
— =, —+{l, =+l — defi st et
a o4 - a o 3 denlik yerine yetyar.
Teoremany subut etmek {icin dort wektoryil hemmesiniii
baslangy¢laryny bir 0 nokatda yerlesdirelii. Sotira :’ wektoryn A

ahyryndan a—’ wektora  parallel bolan AP  gbni ¢yzygy

2

gecirydris.Onda —=—?+— bolar, 6zinem — wektor —* wektora
DA OP PA P4 ay

kollinear.— wektor bolsa,— we — wektorlar bilen
oF &y dz

komplanardyr.Yokarda subut edilen 1-nji we 2-nji teoremalaryi

esasynda alarys: =03 = we —=y ++ @&, —*, onda
PA - op 8y En

—=(@; 2+0, = + Az —* ya-da =0 >+A, 2+03
04 1 2 3 1 2 3
31 32 33 i 81 32 83_

4-NJI TEOREMA:Yokarda getirelen ii¢c teoremanyfi
tictisinde hem kompanentalar birbahaly kesgitlenyérler.
Bu tassyklamany garsylykly guman etmek usuly bilen

subut edelm,yagny kabir ? wektor gmislikde alnan bazs boyunca
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diirli ki gérmiisde dagydylypdyr diyip guman
edelii: —=t; =+, =+dz =~ we —=f, =+, =+f; =,
a 1 @y g3 a 8y =N EN

Birinji anlatmadan ikinji anlatmany clenme —clen ayryp alarys:
(@1-B1) 2>+, -B2)=>+(@3-B3)=0
31 32 33

Eger su tapawutlaryn i bolmanda biri nuldan tapawutly bolsa, onda

biz bazis wektorlarynyn birini beyleki ikisi boyunca dagydyp

bileris.Mysal iigin: eger ®4-f4.o bola, onda alal’ys:—>:M — -
ey @y-f, €

g —

ﬁ :3} Bu bolsa,bazis wektorlarynyin komplanar déldigine garsy

—F1

gelyir. Alnan gapma-garsylyk bolsaher bir wektoryil sol bir bazis

/gmislikde/ boyunca dagytmasynyn yeke-tdkdigini subut edyir.Goni

cyzygyn bazisi, tekizligin bazsi boyunca-da, dagytmagyn yeke-

takdigi edil giniglikdéki yaly subut edilyar.

Ahyrky teoremanyn subutyna g6z aylasak,biz onuf
asakdaky s6zlemin hem subutydygyny seljereris.

TEOREMA:Den wektorlaryn bir menzes
kompanentalary bardyr.

Analitik geometriyada wektorlar baradaky geometrik
tassyklamalar su wektorlarynn kompanentalarynyn {istiinde gecirilyan
hasaplamalara getirilydr. Asakdaky iki sdozlem 6z kompanentalary
bilen berlen wektorlaryn istiinde ¢yzykly operasiyalary nahilli yerine
vetirilyandigi gorkezyar.

SOZLEM :Wektory sana kopeltmek iigin
onuiikompanentalarynyn her birini sana kopeltmek
gerek.Hakykatdan-da, eger —=ct; —+&, —+{3 — bolsa, onda

a gy gy =
AZ=MAy P40y g =M ) (Mg ) P (Mg )
a gy = = €y = =
SOZLEM:Iki wektor gosulanda olaryii degisli
kompanentalary gosulyarlar. Hakykatdan hem, eger
—=a, e :Z}HIE o we —2=B1 Zﬂ?z ;2}'1'183 o bolsa, onda
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—}+—}:((x1 —+d,
a b gy =]

+03 =)+ 1 =+B; =+Pz =)=(a1+B81) =+ +87) = +(az +fa)
€3 g1 €3 €z g1 gz
_}.
&3
2.WEKTORLARYN CYZYKLY BAGLYLYGY.

Eger birndce wektoryil ¢yzykly kombinasiyasynyn &hli
koeflisientleri nula deii bolsa,onda ona triwial ¢yzykly kombinasiya
diyilydr.Elbetde, islendik wektorlardan diizilen triwial goni ¢yzykly
kombinasiya nul wektora dendir. Cyzykly kombiasiyanyi i
bolmanda bir koeffisirnti nuldan tapawutly bolsa, onda ona triwial

.....

KESGITLEME:Eger —, —,......... a—’ wektorlaryin nula
1

@y Gz
dent bolan dik triwial dil ¢yzykly kombinasiyasy bar bolsa, onda
olara ¢yzykly bagly wektorlar diyilyar.Basgaca aydylanda eger

=, — sanlar bolup, &y =+, —+......... o —=0 we

iy o iy 2y 83 ag

ﬂi% +ﬂi§ +.e (IE #0 bolsa, ond@ —=, —,......... — wektorlara ¢yzykly
aq o ar

Garsylykly halda, yagny —, —,......... a—’ wektorlaryil dine
k

Gy dg

triwial ¢yzykly kombinasiyasy nula deni bolsa, onda ol wektorlara

------

dil bolsa, onda , (t; =+, —+......... . —=0 denlikden
@y fz &k
oy=0z=........ =, gelip cykyar.

Cyzykly baglylyk diisiinjesinit asakdaky hasiyetlerini bellip
geceli.

Eger —, —,......... a—> wektorlaryni arasynda nul wektor bar bolsa, onda
ay dg k

olar ¢yzykly baglydyrlar.Hakykatdan-da,olaryn ¢yzykly
kombmasiyasynda nul wektorlarynn koeflisientinil-e den diyip,
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beyleki wektorlaryn koeffisientlerinihula den diyip kabul etsek, onda
bu ¢yzykly kombmasiya triwial dil, emma nula den bolar.

Eger —, —,......... — wektorlarynn ¢yzykly bagly

2y dg ax
ulgamyna bir ya-da birndge by, b;,...... by, wektorlar gosulsa, onda
tdze alnan —*, —......... —, by, bs,...... E’Jj ulgama hemgyzykly bagly
@y Qg Ok

bolar.Hakykatdan-da, =, —,......... —* wektorlaryin nula deii bolan
iy dg ax

triwial dél ¢yzykly kombinasijasyna by, bs,..... B; wektorlaryii her

birini nula képeldip gossak, yene-de nula den bolan triwial dal
¢cyzykly kombinasiyanyalarys.

TEOREMA:Berlen wektorlaryil ulgamynyn ¢yzykly
bagly bolmagy licin olaryil birnin beyleki wektorlaryin ¢yzykly
kombinasiyasyna dagydylmagy zerur hem yeterlikdir.

SUBUDY:Goy, —*, —*,......... a—}, wektorlar ¢yzykly bagly
K

2y Gz
bolsun,yagny 4,05, &5......,0, koeffisientler tapylyp,
oy =+, ... o, a—> bolsun we m bolmanda olaryil biri,
k

meselem, &4 nuldan tapawutly bolsun. Bu halda , = wektor
s
;, ®3......,0&, wektorlarynl ¢yzykly kombmasiyasydyr. Hakykatdan-
_q2 o3

da,biz ony ==—=2 — 2 —_ "% osmisde atladyp biler.
a; @1 @3 @ ag @1 ag

Tersine, goy indi berlen wektorlarynn biri, mysal tigin —
ay

wektor beyleki wektorlarynn ¢yzykly kombinasiyasy gorniisinde
afladyp bolsun,yagny —*=Faa;+Bz03+......... +3 . a;, bolsun.
e |
Bu yerden =, —>,......... — wektorlaryi -1, B2, B3, Bk
@y dg Gk

koeffisientli ¢yzykly kombinasiyanynl nula dendigi gémiip dur. Bu
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cyzykly kombinasiyanyn triwial detiligi sebédpl, —, —,......... —

2y Qg Gk
ewktorlar ¢yzykly baglydyr.
Cyzykly baglylyk diisiinjesine degisli yene-de birndce
tassyklama garalyn.
Teorema:Ozara kollinear iki wektor ¢yzykly
baglydyr. Tersine,cyzykly bagly iki wektor hemise kollineardyr.

Hakykatdan-da, goy bize iki sany kollinear bolan wektor
berlen bolsun.Olarynn nul wektor bolmagy hem miimkin, onda
tassyklamanyn dogrudygy gomiip dur, olaryn biri nul dil wektor
bolmagy miimkin, onda ikinji wektor onun {isti bilen anladylyar. Iki
halda hem wektorlar ¢yzykly baglydyrlar.

Tersine,yokarda subut edilen tassyklama gord ¢yzykly
bagly iki wektoryn biri beylekisininn {isti bilen ¢yzykly
anladylyar,diymek olar kollineardyrlar.

TEOREMA:Islendik komplanar tic wektor ¢yzykly
baglydyr we tersine, ¢yzykly bagly ii¢ wektor komplanardyr.

SUBUDY::Goy, ii¢ sany komplanar wektor berlen
bolsun.Olarynn haysydyr ikisine garalyn.Eger olar kolinear bolsalar,
onda olar 6zara ¢yzykly baglydyr, seyle hem olar iiglinji wektor bilen
cyzykly bagly bolarlar.Eger-de alnan iki wektor kollinear dél bolsa,
onda {i¢iinji wektoryolaryn Usti bilen anladyp bolar we sona gord-de
cyzykly bagly bolarlar.

Tersine, ¢yzykly bagly iic wektoryn biri beyleki
ikisininiisti bilen anladylyar, diymek, ol beyleki iki wektor bilen
komplanardyr /eger beyleki iki wektor kollinear bolsa, onda ol
tictinji wektor hem olara kolinear bolar./

TEOREMA:Her bir dort wektor ¢yzykly baglydyr.

Hakykatdan-da,berlen dort wektoryn islendik tigiisine
garalyn. Eger olar komplanarlar bolaysa, onda olar 6zara ¢yzykly
baglydyr we dordiinji wektor bilen hem ¢yzykly bagly ulgamy
diizerler. Eger-de olar komplanar dil bolsa, onda dordiinji wektor
olaryii ¢yzykly kombinasiyasyna dagydylyar, bu bolsa olaryi
cyzykly baglydygyny gorkezyér.

3. KORDINATALAR ULGAMLARY. KORDINATOLARYN
DEKART ULGAMY.
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Giiislikde 0-nokady fiksirldp, M nokada garalyn. o_mf}

------

gmiglikde, 0 nokatdan basga, kébir bazis hem saylanyp alnan bolsa,
onda M nokada sanlaryii tertiplesdirilen iicliigini — M nokadyn
radius-wektorynyn kompanentalaryny — degisli edip bolar.
KESGITLEME:Nokadyii we bazsiii toplumyna
koordinatalaryn giislikdiki dekart ulgamy diyilyar.Bu nokada
kordinatalar baslangyjy diyip at berilydr, koordmnatalar
baslangyjyndan bazis wektorlarynyn ugry boyunca gecyidn goni

rrrrr
.....

------

tekizliklere koordinatalar tekizlikleri diyilyér.

KESGITLEME:M nokadyi kordinatalar baslangyjyna
goréd radius-wektorynynt kompanentalaryna M nokadyn garalyan
koordinata obsissa, ikinjisine ordinata, tgciinjisine bolsa aplikata
diyilyar.

4 KOORDINATALARYN GONUBURCLY DEKART
ULGAMY.
Koordinatalaryn dekart ulgamlary kébir yoriite alnan
ulgamlaryna - goniiburgly dekart ulgamlaryna — gord seyrek
ulanylyar.

KESGITLEME. Eger bazsii wektorlary jiibiit — jiibiitden
ortogonal bolup , olaryn uzynlyklary birlige deni bolsa , onda bu
bazise ortonormirlenen bazis diyilyar. Bazisi ortonormirlenen
koordinatalarynn dekart ulgamyna koordinatalarynn goniiburgly
dekart ulgamy diyilydr. Geljekde biz koordinatalaryn dine
goniiburgly dekart ulgamyndan peydalanjakdyrys. Bu ulgamda
bazis wektorlaryny i, jwe Kk harplar bilen belgilejekdiris. Olara
ortlar diyip at berilydr. Giiglikde her bir radius-wektoryi

—>=xi +yj +zk dagytmasy bardyr.

Tekizlikde koordinatalarynn goniiburgly dekart ulgamyna
gord nokadyn koordnatalary hem edil yokardaky vyaly tapylyar.
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Ginislikde koordnatalaryn goniiburgly dekart ulgamyna
lo,i,j,k/ garalyn we sol ulgamda A hem B iki nokady alalyn ,
goy, olaryn koordinatalary degislilikde x1,%1, 21, We xg Var 22
bolsun.

Goy onilimizde = wektoryn dagytmasyny tapmak

meselesini  goyalyn.

P bolyandygy ¢yzgydan goriiner. -2 we — radius-wektor-

laryi  dagytmasyny yazalyn: =3 = %2 i+y2 ]+
+x3 ka:xg I +¥ j+2; k. Bazis boyunca dagydylan wektorlary

ayyrmak /goymak/ diizglini boyunga yazarys:

=(x~_ i +(va_vy )i +( Z_
oo F(Xa-x1) 1 +(2-31 ) j+(22-71 ) K

Seylelikde, asakdaky tassyklama subut edildi
Wektorynn komponentalaryny /koordinatalaryny/ tapmak ii¢in
onun ahyrynyil koordinatalaryndan baslangyjynyn degisli
koordinatalaryny ayyrmak gerek.

5, KESIMI BERLEN GATNASYKDA BOLMEK.

AB kesinde ony A>O gatnasykda bolyin, yagny “£X=3

IME
sfarti kanagatlandyryan, M nokadyn koordinatalaryny tapalyii.
Yokardaky serti wektor gorniigde seyle yazyp bolar:
PR
A we B nokatlaryn koordinatalaryny degislilikde /x1r ¥1r Z1: /
We /X2, ¥2: Z2/ bilen, M nokadyn koordinatalaryny bolsa /xgr Yo
Zp /bilen belgildp, biz /i/denlgin iki bdlegini-de bazis

boyunga dagydarys, Oziinem o We 2 wektorlaryn
komponentalaryny yokarda subut edilen tassyklama esasynda

taparys:
E:/ Xo-X1/i+/Yo-W1l] +/Zp-21 [k we

M_Eﬁ:/ Xo-Xoli+/[¥e-Yoli +/22-2p kK

Onda /i/ denlik asakdaky gorniise eye bolar:
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(xox1) 1+ (¥o-01)] + (Z0-21) k=4 ((x2-xg) 1 + (V2-
Yo) j+ (22-20) k)
Bu yerden iki wektoryin deiligi esasynda alarys:
Xg-X1= A (X2-%0q)
Yo-¥1=MA (¥2-¥a) ,
Zp-Z1= ) (22-Zp) .
Bu ulgamy ¢ozip tapyarys:
Xg= Eagdag }.,I}:}"_H'}-E' ZI}:zH Azg /2]
1+1 1+4 1+4

Bu formulalara kesimi berlen gatnasykda bolmegin
formulalary diyilyar. Eger biz /2 /formulalarda A sany otirsatel
etsek, onda / 1/ deflikden goriisi yaly M /xg, ¥o, Zg / nokat bary
bir sol AB goni ¢yzykda yatyar, emma M nokat AB kesimden
dasarda yerlesydr, M nokat AB kesimi / A/ gatnagykda bolar.
Sonunn tigin hem /2 / formulalar has umumyrak meseldnin
¢ozilisini berydrler. Has takygy, sol formulalaryn komegi bilen
kesimi berlen gatnagykda icki nokat bolup hem, dasky nokat
bolup hem boljan hallarynda ol nokadyn koordinatalaryny
tapmak bolyar.

Tekizlikde kesimi berlen gatnasykda bolmak meselesi edil
gniglikddki yaly ¢ozilydr, yone bu halda bazis ki wektordan
ybarat we sonuin lg¢inem /2/formulalardan die iki sanysy
alynyar.

Eger M nokat AB kesimiii ortasy bolsa, onda A=i
bolyar we /2 /formulalar asakdak¥ gorniise eye bolyar:

Xg= __;,.1’ }’D:}__; - .ZD:E_;z:
Bu formulalara kesimi den yarpa bolmegin formulalary

diyilyar.
6.KOORDINATALARYN POLYAR ULGAMY.
Koordinatalaryn  dekart ulgamy nokadyn kibir geometrik
obraza gOrd yagdayyny kesgitlemegin yeke-tik usuly déldir.
Munuii iicin koordinatalar  sistemalarynyn  dirli-dirli gorniisleri
ulanylyp bilner. Su yerde biz olaryil birndgesini beyan edyaris.
Tekizlikde koordinatalaryni polyar ulgamy yygy-yygydan
ulanylyar. Ol ulgamy bermek ii¢in polyus diyip atlandyrylyan
25



O nokatdan ¢ykyan P gohle alyarlar. M nokadyn yagdayy iki
san bilen fiksirlenydr: olaryil biri T=|o_w}| radius, beylekisi bolsa

polyar ok bilen - wektoryn

arasyndaky @ burgdyr. ¢ burca polyar bur¢ diyilyir. Biz ony
radianlarda  Ol¢éris we polyar okdan sagat strelkasynyn tersine
bolan ugur boyunca hasaplarys.

Poljusda = =0,emma ¢ kesgitsiz galyar. Basga nokatlar
icn >0 we bur¢ 27 sana kratny bolan gosulyjynyn
takyklygy bilen kesgitlenyar.Bu aydylanlara seyle diisiinmeli
Mysal tigin, sanlaryn (r; @), (r;@+2T) we umuman (r; @ + 2kl),
bu yerde k-islendik bitin san, jiibiitleri sol br M nokadyn
polyar koordinatalaryny anladyarlar.

Kébir halatlarda polyar burcuin iiytgeyis oblastyny bell
bir sertler bilen ¢éklendiryirler, meselem, 0=¢ =2m ya-da -
=@ =T

Goy, bize koordnatalarynn polyar ulgamy we sanlarynn /
r, ¢/ jibiiti berlen bolsun, bu yerde r- otrisatel dil san. Biz
bu jiiblite polyar koordinatalary M Y sanlar bolan M nokady
degisli edip bileris. Hakykatdan-da, eger r>0 bolsa, onda ol
jibiite uzynlygy r bolan we polyar ok bien ¢ burgy
diizgdn radius-wektorly M nokady degisli edyéris. Sunlukda,
eger r-nwe @-@1=2mk bu yerde k- bitin san bolsa, onda /r;
@ [ we /r,@4/ jiibiitlere sol bir nokat degisli bolyar.

Tekizlikde koordmnatalaryn goniiburcly dekart ulgamyny
alalyn, Ozimem koordinatalar baslangyjyny polyusda
verlesdiryaris we uzynlyklary 1-e deil bolan wektorlaryn/

/ —:>1:i,:—:>=j/ birini polyar okun ugry boyunca ugrukdyryarys,

T

beylekisini  bolsa ol oka 7 bur¢ boyunca ugrukdyryarys. Suratdan

gorniisi  yaly, nokadyi dekart koordnatalary sol nokadyn polyar
koordinatalary arkaly asakdaky formulalar bilen anladylyar:
X =TCos@,y =rsing.

7.SILINDRIK KOORDINATALAR.
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Ginislikde silindrik koordnatalar asakdaky yaly
grrizilyar Fiksirlenen @ tekizlkde kdbir O nokady we c¢ykyan

0X sohlini alyarys. Mundan basga-da O nokadyn {stiinden @
tekizligine perpendikulyar bolan o0z oka garalyn. Goy M
ginisligin islendik nokady bolsun, onun ¢ tekizlige
proeksiyasyny N bilen belgililin , M nokadyn oz oka
proeksiyasy Mz bolsun. Sanlaryn v, ¢ we z igligine M nokadyn

.....

O polyjusa we OX polyar oka gord N nokadyn o tekizlikddki
polyar koordinatalarydyr. v, @ we z silindrik koordinatalary bolan
M nokady M/r; @;z/bilen belgileyirler.

“Silindrik koordinatalar” diyen at r = const koordinataly
tstiin  siindr bolyandygy sebdpl yize c¢ykypdyr, yagny sol bir
r koordinataly ustiin silindr bolyandygy sebédpli yiize c¢ykypdyr,
vagny sol bir r koordinataly nokatlaryn kopligi goniigyzykly
emelegetirijileri oz oka parallel bolan silindrik iisti emele
getiryar. Eger goniburgly dekart ulgamynyn oklaryny suratda
gorkezlisi yaly edip alsak, onda M nokadyn x 3.z dekart
koordinatalary ~sol nokadyn r ¢,z silindrik koordinatalary bilen
asakdaky formulalar arkaly anladylyar:

X=7cosg, V=7Tsing, z=2=z,
8.SFERIK KOORDINATALAR.

Sferik koordinatalary girizmek ticin  gmislikde umumy
O baglangyjy bolan, 6zara perpendikulyar o0x, oy, we 0z {ic oka
garalyn. O nokatdan alalyn, N nokat M nokadyn Oxy
tekizlige proeksiyasy bolsun, r san M nokadyn O nokatdan
uzaklygy bolsun. Mundan bagga-da & burg ugrukdyrylan -~

kesimin 2z ok bilen emele getiryin burgy, @ X bur¢ bolsa ox
oky o N gsohle bilen gabat gelyangd sagat strelkasynyn tersine
aylamaly bur¢ diyelin. & we @ burglara degislilikde gimlik /
sirota/ we uzynlyk /dogota/ diyyirler.
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r, 8 we @ sanlara M nokadyn sferik koordinatalary

------

Giigligin  nokatlarynyin we sferikk koordmatalaryn /r;
8; @/ Ugliklerin arasyndaky degisliligin 6zara birbahaly bolmagy
licin adatca r we ¢ ululyklary asakdaky céklerde tiytgeyar diyip
hasap edyirler: O0<r=+cc , 0=@<2m,
O koordinata bolsa kesgitlenisine layyklykda O we X sanlaryn
arasynda verlesyar.

Eger koordinatalaryn goniiburgly dekart ulgamynyin
oklaryny suratda gorkezilisi yaly alsak, onda M nokadyn x, ¥,z
dekart koordinatalary onun 1. ¢,8 sferik koordinatalary bilen

asakdaky formulalar arkaly anladylyar:
x=rsinfcosg , vy=rsinfsing, z=rcosf,

9.IKI WEKTORYN SKALYAR KOPELTMEK HASYLY.
Iki wektoryn arasyndaky bur¢ deregine umumy
baslangyjy bolan we berlen wektorlara dent wektorlaryn
arasyndaky burcy kabul edydrler. Kébir hallarda bur¢ Olcenende
haysy wektordan we haysy ugra Olgeg gecirilyandigini
gorkezyirler. Eger seyle gorkezme bolmasa, onda iki wektoryi
arasyndaky bur¢ @ —den uly bolmazlyk sert bilen alynyar. Eger
ki wektorynn arasyndaky bur¢ goni bolsa, onda ol wektorlara
KESGITLEME. Iki wektoryin uzynlyklarynyn olaryn
arasyndaky burguil kosinusyna kopeltmek hasylyna den bolan

......

kopeldjilerin M bolmanda biri nula den bolaysa, onda olaryn
arasyndaky bur¢ kesgitsiz galyar, bu halda skalyar
kopeltmek hasyly kesgitltme boyunca nula dent hasap edilyar.

- we wektorlaryii  skalyar kopeltmek hasyly /= ?/
bilen belgilenyér, seylelik bilen, biz ony seyle yazyp bileris:

(a b)=lal - || - cose,
Bu yerde ¢ bur¢ @ we b wektorlaryfi arasyndaky burcdyr.
Skalyar kopeltmek hasylyn asakdaky hidsiyetleri aydyn gomiip
dur:
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LSkalYar kopeltme kommutatindir, yagny islendik
2 we b wektorlar iicin
(a. b)= (2, a)

denlk adalatlydyr.

2. Islendik & wektor iicin (@, a)=lal®.

3. Eger kopeldjiler ortogonal bolsa ya-da m bolmanda
olaryn biri nul wektor bolsa, onda su halda we diie su halda
olaryn skalyar kopeltmek hasyly nula dendir.

4. Ortanormirlenen bazisin  wektorlary asakdaky
denlikleri kanagatlandyryar:

(0=0.7) = (k,k) =1,
.)=0K=k1i=0.

TEOREMA. Eger bazis ortonormirlenen
bolsa, onda islendik a wektoryn komponentalary
ay=(a, i), ay=(d,j) , as=(a, k)formulalar arkaly tapylyarlar.
Bu detilemede a,b, R? hemiselikler degislilikde toweregiti
merekezinde kordinatlary we onunl radiyusy liytgeydn x we y ulyklar
bolsa toweregin erkin M nokadyn kordinatlary hususy halda eger
kordinatalr baslangyjy toweregm merkezinde alynsa onda a=b=0
bolar we 121 defileme has yonekey gomiisi alar: x°+y?=R?
Bu yerden /2/ we /2/ detilemeler) merkezi c/a;b/ nokat radiusy R-e
deni bolan toweregiit /2/ detlemesinin bardygyny goryaris. /2/
detilemede oklary agyp alarys. x°+y?-2ax-2by+(a’+b*-R%)=0 /3/
ya-da x%+y*+Dx+Ey+F=0,
bu yerde D=2a,E=-2b, F=a’+b*-R?diyip kabul edildi. /3/ defileme
kinji derejeli denlemedir. Seylelkde towregin {iytgeyin kordinatala-
ra gord ikinji derejeli defilemesi bardyr emma her bir kinji derejeli
denlleménin toweregi kesgitlenmeyénligi bellemek gerek.
Hakykatdanda /3/ denlemeden asakdakylary goryaris, toweregin
denllemesinde kordinatalaryn kwadyratlanyii koefissenyleri 6zara den
bu denllemelerinn kordinatalaryin kdpeltmek hasyly /xy/ girmeyar.
Tersine eger su ki sert Verine Vetse /x° we Y clenelerin
koeffisentlerinin  6zara denligi xy ¢leniit defilemede yoklygy/ onda
umuman aydylanda ol defileme toweregi kesgitleyir sebébi ony x2-yii
koeflisentine bolip /3/ gdrniise getirip bolar.
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Ellips kesgitleme. Fokuslar diyip atlandyrylyan bérden ki nokada
cenli uzaklyklarynyn jemi hemiselik san bolup takyklygyn nokatlar
uzaklykdan uly bolmaly.Ellipsin defilemesini diizmek ii¢in berlen Fj
we F; nokatlary birlesdirydn gojni ¢yzygy absissalar oky hokmiinde
Kabul ederis ol okda F;-den F, — tarap ugry polazitel diyip Kabul
ederis F; F, nokatlary birlesdirydn kesimin ortasyny kordinatalar
baslangyjy deregine Kabul edeliii fokuslaryn arasyndaky FiF;
uzynlygy 2c bilen belgililin. Onda F;we F; nokatlaryin kordinatalary
degislilikde /c;0/ we /-¢;0/ bolar. Ellipsini erkin N nokadynyn
kordmnatalary. X we y bilen belgililin. F1M we FoM kesimlerin
uzynlyklarynynn formulasy boyunca anladalyn:

FiM=4/(x—c) +y?,

Ellipsin kesgitlemesine gord kordinatalar sistemasynda elipsii
denllemesidir. Ellipsiii defilemesi m yonekey gorniisi alar yaly /1/
deiilemede radikallary yok etmek gerek. Radikallaryn birini sag
bolege gegiryaris.

J(x=cf +y? =2a-+/(x —cf + y?
Indi d= \/ (V=% ) +(V-y,) formula bujunca M we N nokatlaryfi
arasyndaky uzynlygy tapmak galyar, yagny

2 2
; :J(XO_A.W_XO] +(y0_3w_yoj _

A’ + B? A® + B?

_ AZ(Axo—lByo+c 2+82 AX, + By, +¢\’ _
A% +B? A’ +B?
~ \/(Axo +By, +c)° _|AX, +By, +¢|
A’ + B? JA? + B?
Goni ¢yzygyn polyar kordinatalardaky denlemesi.
Goni ¢yzygyn normal deilemesini alalyn x cosa +ysina -p=0
tekizlikde kordinatalaryn goni burcly dekart sistemasy bilen polyar

kordnatalaryn sistemasy arasyndaky baglansygy beryidn formylalary
yazylan. X=r cosa y=rsina
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Uyteyin x we y ulylyklaryfi bu bahalaryny gdni ¢yzygyi normal
denilemesinde goyyarys: rcos ¢ COSa +1s5ing Sina -p=0 ya-da
r:( cos pCoOSa + singsina )-p=0 bu yerden r-cos( ¢ - )-p=0
bu bolsa goni ¢yzgyil polyar koordinatalardaky detilemesidir.
IKinji tertipli egri cyzyklaryn elementar teoriyasy
Uytgeyin x we y ulylyklara gord ikinji derejeli umumy defileme
oziinde kinji clenleri /x%xy we y?/ birinji derejeli ¢leni /azat ¢leni/
saklayar. Suna layyklykda ikinji derejeli umumy defilemédni asakdaky
yalyyazyp bolar. Ax*+Bxy+Cy?+Dx+Ey+F=0
Bu yerde A,B,C koffisentlerin it bolmanda biri nuldan tapawutly
bolmaly. A,B,C,D,E;F koefissentlerin diirli bahalarynda bu
deiilemednin haysy ¢yzyklary kesgitlenyindigi baradaky sowada
mndiki bolimde garaljak. Su bolimde ikinji derejeli denlemelerii
kibir yorite gorniislerine garap gecelin.

Towerek. Kesgitleme. Merkez diyip atlandyrylyan nokatdan dei
daslasan tekizligin nokatlar kopliigine towerek diyilyar. Toweregii
nokadyny onun merkez bilen birlesdirydn kesime seyle-de sol
kesiminn uzynlygyna toweregin radiusy diyilyar.

R radiusyn toweregm detilemesini diizelin.

Kordmnatalar oklaryny erkin saylap alalyn onda tdweregin c
merkezinin koordinatalary a we b bolar. Toweregin erkin M
nokadynynn koordmatalaryny x.y bilen belgildlin tdweregin dhh
nokatlaryna mahsus bolan hésiyeti analitiki anladalyn. Toweregii
kesgitlemesinden onuii islendik M nokadynyin C merkezinden
uzakdygynyn hemiselik ululygy we onun toweregii R radiusyna
dendigi yagny CM=R bolyandygy gelip ¢ykyar.

Cm ululygy C we M nokatlaryn arasyndaky uzaklyk
hokmiinde kesgitlip biz /I/ denligi M nokadyn 6ytgeyin
koordinatalarynyn {isti bilen anladarys:

Jx=yf +(y-b) =R /Il. Ahyrky defilenéinifi iki bolegini-de

kwadrata goterip biz toweregm defilemesini vady yazarys:

(y—b) +(y—by =R? 121

Bu denlemede a,b, R hemiselikler degislilikde toweregin merkezinin

kordnatalary w onunl radiyusy {iytgeydn x we y ulylyklar bolan

toweregin erkin M nokadynyn koordinatalary. Hususy halda eger
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kordinatalar baslangyc towereginh merkezinde alynsa onda a=b=0
bolar we /2/detileme has yiinekey gornisi alyar. X*+y?=R?

Bu yerden /2/ we /2'/ defilemeler merkezi C/a;b/ nokatda radiusy R-e
denl bolan toweregm /2/ detilemesinini bardygyny goryéris. /2/
detilemede nokatlary agyp alarys:

X+y?-2ax-2by+(@2+h?-R?)=0 /3/ ya-da x*+y’+Dx+ey+F=0 /3/

bu yerde D=2a, E=-2b, F= a’+b?-R%diyip kabul edlidi. Defileme
kinji derejeli denlemedir seylelikde toweregin iiytgeyian
koordinatalara gord ikinji derejeli detilemesi bardyrii emme her bir
ikinji derejeli denleménin toweregi kesgitlemeyindigi bellemek
gerek. Hakykatdan-da /3/ denlemeden asakdakylary goryaris.
Toweregin denlemesinde koordinatalryn kwadratlarynyn
koeflisenleri 6zara den bu denlemi koordinatalaryin kopeltmek hasyly
/xy/ girmeyir tersine eger su ki sert yerine Vetse /x° we y? clenlerinii
koefisentlerinin 6zara denligi xy ¢lenin denlemede yoklygy/ onda
umuman aydylanda ol defilem toweregi kesgitleyir sebibi ony x° ift
koefisentine boliip /3/ gérniise getirip bolyar.

Ellips kesgitlemefokuslar diyip atalandyrylyan birden iki
nokada ¢enli uzaklyklarynl jemi hemigelik san bolan
fokuslaryn arasyndaky uzaklykdan uly bolmaly/.

Ellipsin denlemesini diizmek t¢in berlen F; we F, nokatlary
birlesdirydn goni ¢yzygy absissalar oky hokmiinde kabul ederis ol
okda F; we F nokatlary birlesdiryin kesimiii ortasyny koordinatalar
baslangyjy deregine kabul edeln. Fokuslaryn arasyndaky Fi, F»
uzaklygy 2c bilen belgililin. Onda F; we F, nokatlaryn kordmatalary
degislilikde /c;0/ we /-c;0/ bolar. Elipsin erkin N nokadynyn
kordinatalaryny x we y bilen bagalalyn. F1M we FoM kesimlerin
uzynlyklaryny iki nokadyn arasyndaky uzynlygyn formulasy
boyun¢a anladalyn.

EM = (x=y) +y? FM =/(x+c) +y?

elellipsin kesgitlemesine gord F1M+ F2M jem hemiselik ulylyk ony
2b bilen belgildp alarys F1M+ F,M=2a ya-da

Jx=yP +y? +:J(x+cf +y? =2a
Bu deiileme alnan koordinatalar sistemasynda elipsin detilemesidir.
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Elipsin defilemesi i yonekey gorniisi alar yaly /I/ defilemede
redikallary birini sag bolege geciryaris:

Iki bolegide kwadrata goterip alar
x2-20x+cz+y2=4a2-\f (x+c)*+ yz+x2+2cx+cz+y2

ya-da -dex=4a>-4a/ (X + €))7+, yagny cxta’=ay/ (X + ) +y?
Yene-de defileminii ki boleginide kwadrata goterip alarys:
cx*+H2a%cxtall=a?(x*+2cex+c*+y?) ya-da c®x*+all=a’x*+a*c*+a?y?,
yagny (a>-c*)x*ta’y*=a’*(a>-c?).

Bu denleméninn ki bolegini-de a?*(a*-c?) bolup alarys:
x4t

=t -1 )

i a"—c

0<a bolany sebépli a?>-c*>0. Ony b? bilen belgillemek kabul edilen.

Onda ellipsint denilemesi asakdaky gomiisi alar:

z—:+§—::1, (3) bu yerde b?=a%-c2. (4)

/3/ detilemi ellipsin kanonik denlemesi diyilyar.

Indi ellipsin formasynyn derfewine giriselin. Bu derfiewi yerine

yetirmek,/3/ denlemeden ugur alynsa, ansatdyr.

1/ Ellipsin Simmetriasy. Ellipsin /3/ defilemesinde uytgeydn xwe y

koordinatalar diie kwadratlarda goryérler, sonun ugin eger kabir /x,y/

nokat ellipse degisli bolsa,onda /-x,y/, /X,-y/ we /-x,-y/ nokatlar hem

ellipse degisli bolar.Diymek, koordatalar oklary ellipsiii simmetriya

oklary bolup hyzmat edyarler.

Oziinde fokuslar saklayan ellipsii okuna Fokal ok diyip at berilyir.
Simmetrik oklarynyn kesisme nokadyna,yagny simmetrik

merkezine, ellipsin_merkezi diyilyar./3/ defileme bilen berlen ellips

ucin fokal ok Ox oky bilen gabat gelyar,koordinatalar baslangyjy

bolsa ellipsin merkezi bolup hyzmat edyér.

2/Ellipsin_simmetrik oklary bilen kesisme nokatlary. Ellipsin

simmetrik oklary bilen kesisme nokatlaryna onun depeleri

diyilydr../3/ denlleme bilen berlen ellipsinn depeleri onuii koordinatalar

oklary bilen kesisydn nokatlardadyr,¢ilinki bu halda koordinatalar

oklary onuii simmetrik oklary bolup hyzmat edyir. /3/ detlemede

33



y=0 diyip alsak, ellipsin Ox oky bilen kesisme nokatlarynyn
abssissalary taparys:

—:=1, bu yerde x*=a’> we x=1a.

x=0 gumin edip, biz ellipsiit ordinatalar oky bilen kesisme
nokatlarynyn taparys:‘:—}l, bu yerde y*=b? we y=*b, Diymek

asakdaky nokatlar ellipsiti depeleridir: A, (a;0) 4, (-a;0), B;(0;b)
B,=(0;-b), b>=a*-c? (c>0) bolany sebipli b<a sotia gori-de A4, A,
kesime, seyle hem onun 2b uzynlygyna ellipsin uly oky

diyilyir,B 1, B> kesime /we onufi 2b uzynlygyna/ bolsa ellipsifi_kici
oky diyilyar.

a we b uzynlyklara degislilikde ellipsin uly we kici yarym oklary
diyilyar.

3/ Ellipsinn Formasy. Ellipsin formasyny aydynlasdyrmak ugin x=0
we y== 0 hallara garamak yeterlikdir, sebibi biz yokarda ellipsit
koordinatalar oklaryna gord simmetrik yerlesendigine goz yetiripdik.

/3/ detilemeden i—; =< 1 ya-da x< a bolandygy goriinyir,yagny x

ululyk 0-dana-b genli tytgdp bilyar.
Yene-de sol defilemeden x ululyk 0-dan a genli artanda ululygyn b-
dan 0-a genli kemelyandigi goriinyér.Seylelik bilen, ellips asakdaky
suratda gorkezilen yaly formadadyr.
Elipsin  F; we F, fokuslaryny hem-de 2b uly okuny bilip, ony

mehaniki gurmak gaty ansatdyr. Uzynlygy 2b den bolan
,onuii uclaryna Fy we F5 nokatlarda berkitmegi, sofira otia Fy M F
goriisi berip, M nokady hereketlendirmek arkaly ellips gurular /M
nokatda galamyn ujy yerlesdirilyar/.

a=b/c=0 bolanda /3/ denlleme x*+y*=a? gomiisi alar we ol
merkezi koordinatalar baglangyjynda bolan b radiusly toweregi
kesgitleydr. Sona gord-de towerege dei yarym okly ellips yaly
garamak bolar.
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Giperbola. Kesgitleme. Fokuslar diyip atlandyrylyan berlen iki
nokatdan uzaklyklarynyn, tapawudy hemiselik san bolup tekizligiii

------

hem-de fokuslaryn arasyndaky uzaklykdan kigi bolmaly/.

Bu hemigelik ululygy 2b, fokuslaryii arasyndaky uzaklygy bolsa
2c¢ bilen belgililin.Koordinatalar sistemasyny /oklary/ edil ellipsdéki
valy edip saylap.Goy, M(x;y) nokat giperbolanyn erkin nokady
bolsun.

Giperbolanyn kesgitlemesine gord yazarys:

F.M-F;M=%2a 1
Bu deiiligiti sag boleginde, F, M= F; M bolsa,goymak alamatyny

almaly.Eger-de FyM=y/(x + ¢)2 + ¥* we

F.M= J (x — )2 4+ v bolany sebipli/1/aiilatmany asakdaky yaly

yazarys. JEX‘FCJZ +}’:-J(9¢7—C]2+J’:=i2a 12/

Bu denilleme giperbolanyni saylanyp alhan koordinatalar
sistemasyndaky detlemesidir. /2/ denleméni radikallardan bosadyp,
onun yonekey gorniise getirip bolyar. Radikallaryn ikinjisini sag
bolege gogliryris:

Indi denligin iki boleginide kwadrata goteryaris:

x2+2cx+c2+y2=x2-2cx+c2+y2i4a\f (x—c)2+ _};2+4az

ya-da cx-a?=%ay/ (x — €)% + -

Bu alnan denligin iki boleginide yene kwadrata goteryaris:
c2x2-2a%cxtal |=a*(x*-2cx+c?+y?) ya-da (c*-a?)x*-ay*=a?(c?-a?)
2b<<2c¢ bolany sebdpli c2-b>>>c bolyar,ony b? bilen belgilemek adat
bolupdur, sona gord-de alyarys: b?x*-a?y*=a’b?

Bu denligin 4hli glenlerini  a?b? bolyaris:
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— -—=1, 3/ buyerde b>=c*>-a> /4/

/3/ defilemd giperbolanyn kanonik detilemesi diyilyér.

Indi giperbolanyn formasyny deriiemidge gecelii.

1/ Giperbolanyn Simmetriyasy. Giperbolanyn /3/ defilemesi tiytge-

yan ululyklary die kwadratda saklayar, sonia gord-de koordinatalar

oklary giperbolanynn simmetriya oklary bolup hyzmat edyar.
Giperbolanynn 6zunde fokuslary saklayan simmetriya okuna onun

------

......

/3/ defileme bilen berlen giperbola ugin fokal ok bolup Ox oky,
merkezi bolup koordinatalar baslangyjy hyzmat edyar.

2/ Giperbolanyfi simmetriva oklary bilen kesisme nokatlary.
Giperbolanyn simmetriya oklary bilen kesisme nokatlaryny, yagny
onuil depelerini tapalyi.

3/ detillemede y=0 diyip kabul edip, giperbolanyii absissalar oky
bilen kesisme nokatlarynyn absissalaryny taparys:
— , bu yerden x?>=a> we x=Ta.

Diymek, A,/a;0/ we A,/-a;0/ nokatlar giperbolanyfi depeleridir,
olarynn arasyndaky uzaklyk 2a deil. Giperbolanyii Oy oky bilen
kesisme nokatlaryny tapmak u¢in /3/ deiilemede x=0 diyip glimédn
edelin, onda -":—;21 va-da y*=-b?,

bu yerden y=1+/ —b*=4pV—1;
biz Oy oky bilen kesisme nokatlarynyii ordnatalary iicin hyyaly
bahalar aldyk, bu bolsa Oy oky giperbolany kesmeyar diyildigidir.
Yokarda aydylanlara layyklykda gperbolany kesyin simmetrik

......

berlen giperbola iicin hakyky ok bolup Ox ok, hyyaly ok bolup
ordinatalar oky hyzmat edyar.
Giperbolanynn A, we A5 depelerini birlesdirilyin A4 A, kesime

we onunl 2b uzynlygyna giperbolanyn hakyky oky diyilyiar. Eger
giperbolanyn hyyaly simmetrik okunda onun O merkezinde iki tarapa
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OB, we OB, kesimleri alyp goysak, onda BB, kesime we onufi 2b

......

3/ Giperbolanynn Formasy. Giperbolanyni formasy derielende
tiytgeydn koordinatalaryn otrisatel dél bahalaryna garamak
yeterlikdir, sebébi bu egri ¢yzyk koordmatalar oklaryna gora

simmetrik yerlesendir. /3/ detilemeden x—: =1 gelip ¢ykyar, sona
22

gora-de x ululyk a-dan @0 genli tiytgeyar. x ululyk a-dan @ genli
artanda y ululyk 0-dan @0 ¢enli artyar. Egri ¢yzygyn formasy suratda
sekillendirlisi yaly bolyar. Ol x=2-a goni ¢yzyklar bilen ¢dklenen
zolakdan dasarda yeryesyar we iki bolekden-sahadan ybarat. Bu
sahalaryi biri ticin F> M= F;M we F;M-F;M=2a /sag saha/ bolyar,
beyleki saha ucin F;M> F;M we F;M-F,M=2a /cep saha/ bolyar.
4/Giperbolanyn Asimptotalary. Giperbolanyni gbrnusini has aydyn
g0z onune getirmek ucin onun bilen jebis baglanysykly bolan iki
sany goni ¢yzyga, yagny asimptotalar diylip atlandyrylyan goni

cyzyklara garalyn.
x we y ululyklary polojitel diyip hasaplap, giperbolanyn /3/
defilemesini y ululyga gord ¢ozelin: i:—; - ;L;-l,

b
bu yerden y= Vxi—a? 13/

b
/3/ defilemini y= _x goni ¢yzygyn defilemesi bilen degsirip

gorelin. Sonuil ugin bu goni ¢yzykdaky N(x;y) we giperboladaky M
(x;y) nokatlary alarys. Bu nokatlarynn abssisalary sol bir x sandyr, bu
nokatlary 6zara degisli nokatlar diyyérler.

Y= ¥ bolyandygy gomiip dur, Y-y tapawut M we N nokatlaryn
arasyndaky uzaklygy anladyar, yagny MN=Y-y.
Dangyjynda ahyry bolsa ol goni ¢yzygyn kordinatalar oky bilen
kesisme nokadynda bolmaly.

Goni ¢yzygyn Ox oka yapgytlyk burcyny# bilen ol goni
cyzygynt Oy okdan kesip alyan OB kesiminiii ululygny bolsa b bilen
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belgildlin. Goy M/x;y/ ol goni ¢yzygyn erkin nokady bolsyn M nokat
goni ¢yzyk boyunca hereket edende onun x we y kordimnatalary
liytgdp Ozara kébir sert arkaly a baglangykda bolyarlar. Ol sert
ndmeden ybartka. Sony anyklalyn.

Uytgeyin x we y ulylyklar bilen hemiselik b we k=tge
ulylyklaryn arasyndaky baglansyk suratda sekillendirlen hal ii¢in
yagny goni ¢yzygyn koordinatalar oklaryna gord yerlesisi yorite
saylanyp alnanda ¢yzgydan geo-goni alynyar.

Hakykatdan-da PM=PO;+OM. Emma PM=y PQ=0B=B Qm
bolsa BOM goni burgly tigburclykdan aiisat tapylyar: OM=BQ-tge
=x-tgg=kx. Bu tapylan bahalary /I/ denlikde goyup alarys.

Y=kx+b

Bu denlleméni difie sol goni ¢yzygyn nokatlarynynl koordinatalary
kanagatlandyryar. Eger nokat goni ¢yzygyn degisli bolmasa onda ol
denilik yerine yetmez Seylelik bilen alnan /2/ detileme goni ¢yzygyn
denllemesidir.

Goni ¢yzyn /2/ gorniigli denilmédni gbéni ¢yzygyn kofisentli
denllemesi diyilyar.bu berlen goni ¢yzyk Oy oka parallel dél diylen
serte /2/ defilleméni aldyk. Eger goni ¢yzyk Oy oka parallel balaysa
onuil detilemesi ndhili boalrka?

Goy bu goni ¢yzygynn Ox oky bilen kesisme nokadynyii
absisasy a bolsun elbetde bu goni ¢yzygyn islendik nokadynyi
absisasy a deil bolar. Eger nokat géni ¢yzyga degisli bolmasa onun
absisasy a-den bolar. Diymek bu goni ¢yzygyn denlemesi x=a bolar.

Seylelikde eger goni ¢yzygyn Oy oka paralel bolmasa onun
detilemesi /2/ gbrniigde yazylyp bilner. Egerde ol ordnatalar
ordinatalar okuna parallel bolsa onda onuil deilemesi /3/ gorniisde
bolar. /2/ we /3/ defillemelerinl lijtgeydn x we y ulylyklara gord birinji
derejeleri denleme bolyandygy sebédpli biz asakdaky tasyklamany
subut etdik: kordmnatalaryn dekart sistemasynda her bir goni ¢yzygyn
birinji derejeli defilem bilen afladylyar hususan eger goni ¢yzyk
kordinatalar baslangyjyndan ge¢se onda b=0 we su hili goni
cyzygyn denlemesi asakdaky gorniisi alar.

Y=kx
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Eger ¢yzyk Ox oka parallel bolsa onda onuni k bur¢ koefisenti
nula defi bolar. Yagny k=0 we goni ¢yzygyii defilemesi
Y=b 15/
GoOmiisde bolar.
10.GIPERBOLANYN DIAMETRLERI. CATYRYK
DIAMETRLER.
Simmetriya oklary koordmnatalar oklary bilen gabat gelyin

giperbolanyn
22 y2
2oL
denilemesine we Kj bur¢ koeflisientl parallel hordalaryn
sistemasyna  garalyn. Su yerde gecirilmeli hasaplamalar we
tassyklamalar ellipse garanyiidaky hasaplamalar we tassyklamalar
bilen doly gabat gelyir, seyle netjd gelinydr: giperbolanyin parallel
hordalarynynn ortalary bir goni ¢yzykda yatyarlar, ol goni ¢yzygyn
deiilemesi
P
y=ax @

gorniisde alynyar we ol ellipse garalan mahalda alnan
bz
a?ky

goni  ¢yzygyn denlemesnden minus alamaty plyus alamaty
bilen c¢alsyrmak arkaly alynyar (giperbolanynn denlemesi ellipsiii
defilemesinden we b? yanyndaky alamat bilen tapawutlanyar). Edil
ellipse garalan wgtdaky yaly, giperbolanyil ordinatalar okuna parallel
hordalaryn ortalary absissalar okunda yatyarlar (giperbola Oy oka
gord simmetrik figuradyr).

Seylelikde, giperbolanyni dhli diametrleri merkezden gegydn
goni ¢yzykalrdyr. Giperbolanynn diametrinhi  bur¢ koeffisientini  K»

bz

bilen belgildp alarys:k, = (3)

a?k,

y=- x

Ya-da
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2
kik, =— 22 3"

Parallel hordalaryin ortalarynynn ustinden gecydn diametre sol
hordalara catryk diametr diyip atlandyrmagy sertleselin. (3) ya-da
(3’) sert parallel hordalaryn kj bur¢ koeflisientini we olara catyryk
diametrin Ky bur¢ koeflisienti bilen baglanysdyryan formuladyr. (3°)
sertii. K1 we K bur¢ koeffisientlere gord simmetrik bolany sebépli,
asakdaky netijd gelyéris: eger Ko burg koeflisientli diametr k; burg
koeffisientli parallel hordalara ¢atryk bolsa, onda ki bur¢ koeffisientli
diametr Kk, burg¢ koeffisientli parallel hordalara catrykdyr. Seylelik
bilen, biz biri beylekisine parallel hordalary iki yarpa bolydn
diametrler jibiitini alyarys. Olara c¢atryk diametrler ya-da (3°)
formula arkaly anladylyan baglanysykda bolyarlar.

Seylelikde giperbolanynn catryk diametrlermm tiikeniksiz kop
jubiiti bar. Her bir diametre ona catryk bolan diametr degislidir.

Koordinatalar oklary (simmetrik oklar) ¢atryk diametrlerin

jubiitini  beryérler, olar 0zara perpendikulyardyrlar. Su hili iki

------

(3) sertden gorniisi yaly, catryk iki diametrin k3 we K burg
koeffisientlermin  birmetizes alamatlary bolyar, yagny diametrler sol
bir c¢éryeklerde bolyarlar we assimptotadan dirli taraplarda

b b
yerlesyarler.  Eger (k1)<E bolsa, onda (k2)>E bularynn  biri

giperbolany iki nokatda kesydr, beylekisi bolsa giperbolany
kesmeydr.

(3) sertden gorniisi vyaly, ki (ki>0) ulalanda k; koeffisient
polozitellignde galyp, kicelydr. Bu bolsa giperblanyn diametri sagat
dilinfi  tersine aylananda, onun bilen c¢atryk bolanda diametrin
garsylykly ugry boyunca (sagat dilinii ugruna) aylanyandygyny
gorkezyar.
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b
Sonda bir diametrin bur¢ koeffisienti E sana ymtylsa, onda

b

lyar.
a sana ymtylyar

11.ELLIPS, GIPERBOLA WE PARABOLA
GATLAGYNYN CYZYKLARYN GATLAGYNYN
DENLEMELERI.

Matematiki analizii kursundan belli bolsy yaly, y=flx| ya-da
F(x, y)=0 defleme bilen berlen egri ¢yzygyii M|xg — Yol

nokadyna gecirilen galtasyan cyzygyn deillemesi asakdaky gorniisde
bolyar:

ona catryk_diametrin bur¢ koeffisienti hem sol

yy0=k| X — Xo|
“Tekizlikde goni ¢yzyk” atly bolimden belli bolsy yaly, bu
deiileme berlen ugur boyunca berlen nokadyi istiinden ge¢ydn goni
cyzygyn denlemesidir.
Differensial hasaplamanyn kursunda funksiyanyn

proizwodnysynyii geometrik manysy aydyiilasdyrylanda, y=f|X| va-
da F(x, ¥)=0 formula bilen berlen funksiyanyn
M|xp — ¥glnokatda hasaplanylan proizwodnysy y=f|x| ya-da F(x,

¥)=0 denleme bilen berlen egri ¢yzygy M nokatda gegirilen
galtasmanyn burg koeffisiyentidigi gorkezlydr, yagny ;

I
k = Yo — (dx) X=X
Y=¥o
Indi agzalan egri ¢yzyklaryn her birine galtasyan ¢yzygyn
denilemesini diizmesini getirip ¢ykarmak bilen mesgullanalyn.
2 2
4L =1 clipse 1xg — vol
al | p2 ellipse 1Xo — Yo
nokatda galtasyan c¢yzygyn denlemesini dizmeli. Ellipsin  berlen
defilemesini differensirldlin:
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X+ Zay=o,
a? b? -
dy _ b*xg

Bu yerden. E - - 2 jfg
Diymek,

bsz

azyn

3" 3".[]

Indi k ululygyn tapylan bahasyny vokardaky denlemede
goyarys:
bzxﬂ
yyo = X — Xp).

(12_'}’0

Ty

>
Bu alnan derligin iki bolegini-de E‘J—g sana kopeldyaris:

Yo Xp
_2(3"_}'0) = T2 (x — xo)
Ya-da
2 2
Yo¥ _I_xﬂx _ %0 Yo
b2 a? a? b2

|xg;v9] nokadyn ellipse degisli bolany sebdpli ahyrky
denllemidnin sag bolegi 1-e den we sona gord-de galtasma ¢yzygyn
denilemesi gutarnykly gorniisde asakdaky yaly bolar:

Xo X YoV
2t =1
a b
2 2
x
2 Z B = 1 desleme bilen giperbola |x{]! yﬂl

nokatda gecirilen galtasma ¢yzygyn denlemesini diizmeli.
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GozZlenyan  denllemédni getirip ¢ykarmak {licin  ellips bolan
haldaky  hasaplamalary doly gaytalayarys, vyagny iki bilen
giperbolanyn denilmesini differensirleyéris:

X -y o
—_ x - — y — )
a? b?
Bu yerden
dy b*x
dx a2y
Sonra galtasma ¢yzygyn K burg koeffisientini taparys:
ke = @ B _ _bzxu
dx ] X=Xg n.z_}-'u '
Y=Yo
Indiki k-nyn bahasyny galtasmanyn denlemesinde goyyarys:
EJE?CQ
Yo — X — Xp).
Y-Yo sz’ﬂ (: 0)
Ya-da
2 2
YoV — Vo  XoX — Xp
b? a2
Bu yerden
2 2
XoX _ Yo¥ _ X _ ¥
a? b2~ a2 b2

|xg — ¥o|l nokat giperbolada yatany sebdpl, ahyrky
defileminint sag bolegi 1-e den, yagny;

XX VoY _

az b2
3. y2 = 2pPX deileme bien bern parabola |xg — Yol
nokatda gecirilen galtasmanyn denlemesini diizmeli.
Parabolanyn berlen defilemesini differensirlilin: 2ydy = 2pdx,
Bu yerden
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dy _p
dx y
_P
Indi galtasma ¢yzygyn K burg koeffisientini tapyarys: k = y_
0
K  koeflisiyentin =~ tapylan bahasynyil galtagsmanyn denlemesinde
ornuna goyyarys:
P
Y= = —Ix = x|
I
) i
Ya-da
YoY-¥§ = Px — Pxg.emma yZ = 2Px,
Sona gord
YoV — 2Pxy = Px — Px,.
Bu yerden parabola galtasmanynn denlemesini gutarnykly gorniisde
alyarys:

Yoy = P(a + xo).
12.ELLIPS - TOWEREGIN PROYEKSIYASY HOKMUNDE.
Goy, bize ellips 6z kanonik deﬁlemesi bilen berlen bolsun:
:}.F
— + =i 1(a = b).
Indi su e]hpsm dasyndan cyzylan toweregii
xz j.?

2 + a— = 1 detilemesine garalyi.

Eger ellipsin M; nokadynyn we toweregn My nokadynyn sol
bir absissasy bar bolsa we olar Oy okdan bir tarapda yatyan bolsalar,
onda olara ellipsin we tdweregin nokatlary diyip at bereris. Olaryn
umumy absissasyny X bilen, ordinatalaryny bolsa y we Y  bilen
belgilesek, ellipsh  we toweregii denlemelerinden  asakdaky
denilemeleri alarys:

x? yE x? YE
2Tr b ataTh
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Bu deiilikleri 6zara denesdirip alarys:

x? Y
a? a?

2 b? 9
Ya-da bu defilemini y2 gori ¢oziip alarys: y© = ; Y )

b
Bu yerden Y — p Y.

b

b
" < 1 bolany sebiiphi, biz —~ = COS @ difip kabul

edip bileris, onda degisli nokatlaryn ordmnatalaryny baglanysdyryan
formulany asakdaky yaly yazyp bileris:
y=Ycosq@

Ahyrky formuladan gomiisi valy ugrukdyrylan PM; kesimii
proyeksiyasy hokmiinde garamak bolardy, eger PM; we PM;
kesimlerin arasyndaky burgy ¢ diyip kabul edilse, munuii {icin bolsa
towerek bilen ellipsi biri-biri bilen ¢ burg astynda kesisydn
tekizliklerde yerlesen diyip kabul etmek yeterlik.

Seylelik bilen, ellipsin her bir nokadyna toweregin degish

nokadynyi ortonogonal proyeksiyasy hokmiinde garamak bolar.
13.ELLLIPSIN PARAMETRIK DENLEMELERI.

Goy, bize merkezi koordinatalar baglangyjynda bolan @
radiusly towerek berlen bolsun:
x2 +y2 = q?
Eger toweregin erkin M nokadyny su suratda gorkezlisi yaly
alsak, onda onufi koordinatalaryny £ parametr arkaly asakdaky
gorniisde anladyp bolar.
X =acost, Y =asint.

Bu denllemelere toweregii parametrik denllemeleri diyyirler.
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Gegen punktdaky belgilemeleri sakalasak, onda ellipsin M (X;
y) we toweregm M(X; Y) degisli nokatlaryn arasyndaky baglylygy
seyle yazyp bolar:

x=X
Y= a

Indi tdweregin parametrik denlemelerinden X we Y bahalaryny
yokardaky denlemelerde goysak , alarys:

{x = acost
y = bsint.

rrrrr

Goni cyzyklaryn cogdumynyn denlemesi

Gegen punkutlaryn birinde merkez berlen A /x; ; y1 /nokatda
bolan goni ¢yzyklaryn ¢ogdumynyn defilemesine garalypdy. Ka
mahallarda ¢ogdumyn merkezi géniden — gbni berilmeyér, sonda ol
cogduma giryan goni ¢yzyklaryn iki sanaysy bilen kesgitlenyar,
vagny bu halda ¢ogdumyin merkezini berlen goni ¢yzyklaryn
denllemelerini bilelikde ¢oziip tapyarlar. Emma goni ¢yzyklaryn
cogdumynyn denlemesinin basga gornisinden peydalanalyn, onda
berlen goni ¢yzyklaryn cogdumynynmerkezinin koordinatalaryny
tapmak hem bolyar. Goy

A;x+ Byy+ C, =0wed,x+ B,y+ C, =0
goni ¢yzyklar kibir (x5 ; Y1) nokatda kesisydn bolsun. Asakdaky
denilemini diizyaris:
Aix+ Byy+ €+ A(A,x+ Boy+ CG,)=0, /1/
bu yerde A - erkin parameter. A parametrin islendik bahasynda /1/
denlleme goni ¢yzygy kesgitleydr, sebébi ol liytgeydn x we y
ululyklara gord birinji derejeli defilemedir. Bu goni ¢yzygyn (X1 ; Y1)
nokadyn tstiinden geg¢yandigini gorkezmek kyn ddl.Hakykatdan-da, /
X1 ; Y1/ nokadyi goni ¢yzyklaryn ikisine-de degislidigi sebépl
Aix+ By, + C;=0wed,x;+ By, + (=0
bolar, bu yerden
Aix; + Biyy + G+ A(Ayxy+ By, + G,) =0
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gelip c¢ykar. Diymek, iki goni ¢yzygyn kesisme nokadynyi
koordinatalary /1/ defilemédni kanagatlandyryar.

Seylelik bilen, /1/ denleme merkezi / x; ; y1 / nokatda bolan
cogdumyn gbni ¢yzyklaryny kesgitleyar.

Indi /1/ denllemeden A parametrin degerli bahasynda goni
cyzyklaryncogdumynyn islendiginifidetilemesini alyp bolyandygyny
va-da bolmayandygynyaydynlasdyrmak galyar.

Goy, /o.; B/ tekizligin /x; ; y1 / nokatdan tapawutly erkin nokady
bolcun. /1/ detileme bilen kesgitlenydn goni ¢yzyk kordinatalary /1/
denilemdni kanagatlandyryan nokadyn ystynden geger, yagny
Aja+ BB+ C,+ A(A,a+ BB+ C,) =0 sert yerine
vetse, onda /1/ denlleme bilen kesgitlenydn goni ¢yzyk /o ; [/
nokadyn Ustiinden gecer. Bu yerden

Aja+ B,f+ C;
- A,a+ BB+ G,
gelip ¢ykyar. Biz /1/ denlemeden tekizligin saylanyp alnan erkin
nokadynyn ystynden gecydn goni ¢yzygyn denlemesini alyarys.

A parametri haganda /o ; B / nokat A,x + B,y + C; =0.
Goni ¢yzyga degisli bolanda saylap almak miimkin dil /bu halda
parametric kesgitleydn formulanyn manysy yokdur/. Diymek, /1/
denlleme ¢ogdumyn bir géni ¢yzygyndan /berlen goni ¢yzyklaryn
ikinjisinden/ 6zgesini A - nifi diirli bahalarynda kesgitleyir. Bu
agzalan gboni ¢yzygyn denlemesini
(A, x + B,y +C)+4,x + B,y +(C, =0

defilemeden i = 0 bolanda alarys.
/1/ gomiisli denlemd goni ¢yzyklaryn cogdumynyn denllemesi
diyilyar.

Berlen iki nokadyi iistiinden gec¢yin goni
cyzygyn detlemesi.
Goy, bize A/ x1 ; y1 / we B/ X2 ; y» / nokatlar berlen bolsun. Bu
nokatlaryil iisylinden gecyédn goni ¢yzygyn denlemesini diizelin.
Al xg ; Y1 / nokadyn dstinden gegydn gOni ¢yzyklaryn
cogdumynyn denllemesini asakdaky yaly yazalyn
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Vv—vy,=k(x—x,) , 11/
Bu Yerde k — erkin parametrdir. Indi su ¢ogdumyn goni ¢yzyklaryn
icinden
B/ X ; y» / nokadyn distinden gegydnini saylap almak ticin k
parametri B/ X ; Y. / nokadyn koordinatalary /1/ denleméini
kanagatlandyrar valy edip, saylap alalyn, yagny

Vo, — ¥, = k(x; — x4) (2) bolsun.

/2/ deinilikden k parametrin bahasyny kesgitlip, ony /1/ denlemede
ornuna goymak gerek. Basgagca aydylanda, /1/ denilemeden we /2/
deiilikden k parameteri yok etmek gerek. Munun igin /1/ denleméni
/2/ denlige ¢lenme-¢len bolmek yeterlikdir. Seylelik bilen, biz A/ x; ;
yi [ we B/ X ; Yo / nokatlaryn ystynden gegydn goni ¢yzygyn
defilemesini asakdaky gorniisde alarys:

Jf — X—X

Y=V _ 1 /3)

Y2—V1 X277 X%

Eger berlen A we B nokatlar OX oka parallel goni ¢yzykda yatsa

/2 —vy, =0/ ya-da OY oka parallel goni ¢yzyga degisli bolsa
JX; — x4 =0/, onda goni ¢yzygyn detllemesi degisliikde y = ¥,
ya-da X = X gorniisde bolyar.

BELLIK. /3/ denlemeden goni ¢yzygyn burg koeffisientini onun

iki nokadynyil koordinatalary arkaly anladyan formulany alarys:
Y2—V1
k=221
Xz =Xy
Uc nokadyii bir goni ¢yzyga degislilik serti
Goy, bize ii¢ sany A/ x1 ; Y1/, Bl X2 ; yo / we C/ X3 ; y3 / nokat
berlen bolsun. A we B nokatlarynn istiinden gegyan goni ¢yzygyn
denilemesini /3/ gorniisde yazyarys:

X=X V=N

Xz =X V22—V

C nokat haganda onun koordmatalary goni ¢yzygyn denlemesini
kanagatlandyaranda we die sonda ol goni ¢yzyga degisli bolar.
Seylelik bilen, gézlenilydn sert asakdaky yaly yazylyar
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X3 7% _ Va7 Y

X;— X1 Y2—V1

Indi d = J(x—xﬂ,]z +(y—1y)* formula boyunca M we N
nokatlarynl arasyndaky uzaklygytapmak galyar, yagny

2 2

Ax,+ By, +C Ax,+ By, +C

1= (xﬂ_‘q* A+ B A+ B

2 2
_ g (Ax,:, + By, + C) L RB? (Axﬂ + By, + C)
A? + B*? A? + B*?

(Ax, + By, + ) |Ax, + By, + C|
A2+B> A2y B?
Goni ¢yzygyn polyar koordinatalardaky denlemesi.
Goni cyzygyn normal denlemesini alalyn
x cos o¢ +ysin ¢ —p = 0 tekizlikde koordinatalaryit gdniburcly
dekart sistemasy bilen polyar koordinatalaryn sistemasy arasyndaky

baglansygy beryin formulalary yazalyi:

X=TCoso, Y=TSMO  foeyin x we v ululyklaryin

bu bahalaryny goni ¢yzygyn normal denllemesinde goyarys:
T COS @ COs X +rsingsin « —p = 0
ya-da

r(cos @ cos o< +sin @ sin o) — p = 0,

bu yerden r* cos(gp—o) —p = 0.
Bu bolsa goni ¢yzygyn polyar koordmatalaryndaky detlemesidir.
Ikinji tertipli egri cyzyklaryn elementar teoriyasy.
Uytgeyin x we y ululyklara gord ikinji derejeli umumy defileme
ozinde ikinli derejeli glenleri /x, xy we Y%/, birinji derejeli clenleri
/x we y/ we nul derejeli ¢leni /azat cleni/saklayar. Suna layyklykda
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ikinji derejeli umumy denlemini asakdaky yaly yazyp Dbolyar:
Ax®* + Bxy+ Cy*+Dx+Ey+F =0.

Bu yerde A, B, C koeffisientlerin i1 bolmanda biri nuldan tapawutly
bolmaly. A, B, C, D, E, F koeffisientlerin diirli bahalarynda bu
defileminin  haysy c¢yzyklary kesgitleyandigi baradaky sowala indiki
boliimde garaljak.

Su boliimde ikinji derejeli denlemelerin kibir yorite gornislerine
garalyp geciljek.

Towerek. Kesgitleme. Merkez diyip atlandyrylyannokatdan den
daslasan tekizligin nokatlar kopligne towerek diyilyir. Toweregin
islendik nokadyny ohun merkezi bilen birlesdiryin kesime, seyle-de
sol kesimini uzynlygyna, toweregin radiusy diyilyar.

R radiusly toweregm denlemesini diizelini.

Koordmatalar oklaryny erkin saylap alalyn. Onda toweregmn C
merkezinii koordmnatalary a we b bolar. Toweregini erkin M
nokadynynn koordinatalaryny x,y bilen belglilii. Toweregm &hli
nokatlaryna mahsus bolan umumy hédsiyeti analitkk anladalyn.
Toweregin  kesgitlemesinden onuni  islendkk M  nokadynyn C
merkezden uzaklygynyn hemiselik ululykdygy we onun toweregii R

radiusyna denligi, yagny (M=R /1] bolyandygy gelip cykyar.
CM ululygy C we M nokatlarynn arasyndaky uzaklyk hokmiinde
kesgitldp, biz /1/ deiiligi M nokadyn tiytgeydn koordinatalarynyn
isti bilen anladarys:

Jix—a?+(y—b)’ =R /1
Ahyrky denleminmi iki bdlegini-de kwadrata goterip, biz
toweregiit denlemesini asakdaky yaly yazarys:
Seylelikde, ellipsin 6zara parallel hordalarynyn ortalarynyn
koordinatalary 6zara ¢yzykly baglanysykdadyrlar. Diymek, parallel
2

hordalarynyfi ellipsinifi ortalary y = — X (7)goni

az kl
cyzykda yatyarlar.

Bu yokarda gogliren tassyklamamyzda garalyan hordalaryn ki
bur¢ koeflisienti bar diyip caklapdyk, yagny olar Oy oka parallel
déldrrler. Oy oka parallel hordalarynn hem ortalary bir goni ¢yzykda —
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abossissalar okunda (ellipsini Ox oka gord simmetrik yerlesyandigi
sebipli) yatyarlar.

Seylelikde, ellipsii parallel hordalarynyii ortalary goni ¢yzykda
vatyarlar.  Ellipsit parallel hordalarynyin istiinden gegyan goni
cyzyga onun diametri diyilydr. Ellipsmi &hli diametrleri merkezden
gecyar. Diametrint burg koeffisientini kj bilen belgilip alarys.

bz
k, = — 8
2 7k, (8)
Ya-da
b? :
kik, = —z ©)

Ellipsin  parallel hordalarynyii ortalaryndan gecyén diametrine
sol hordalara catyryk diametr diyip at bermegi sertleselin. (8) we (8’)
sertler parallel hordalaryn we olara ¢atyryk bolan diametrinii burg
koeffisientlerini baglanysyryar. (8’) sertin ki we Ko ululyklara gora
simmetrik bolany sebéapli yagny ki bilen ko -nin omy calsylanda,
onun lytgemeyandigi sebdpli bu yerden asakdaky netijdni alarys:
eger Ko burg koeflisienti diametr k; bur¢ koeffisientli hordalary
catyryk bolsa, onda Kkj bur¢ koeffisientli diametr Ky bur¢ koeflisientli
hordalara ¢atyryk bolar.

Seylelik bilen, her biri beylekisine parallel bolan hordalary iki
varpa bolydn diametrlermi jiibiitini alyarys. Ellipsin  bu hili iki

.....

Olaryn k; we k; burg koeffisientleri (8) we (8’) sertler bilen
baglanysyklydyr.

Seylelikde, ellipsin Ozara catyryk diametrinin tikkeniksiz kop
jibti bardyr, her bir diametre ona catyryk bolan diametr degislidir.
Hususy halda, koordinatalar oklary (simmetriya oklary) ellipsii
catyryk diametrlermml jiibiitini beryérler. Ellipsm bu iki catyryk
diametrleri 6zara perpendikulyar bolyarlar. Su hili diametrlere
ellipsin esasy diametrleri diyyarler.

(8) sertden ellipsin catyryk diametrlerinii arasyndaky burgun
goni bur¢dan tapawutlydygy gelip ¢ykya (b # a). Eger-de b =a
bolaysa, onda ellips towerege Owriilydr we (8’) sert ki goni ¢yzygyn
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perpendikulyarlyk sertine Owrilyar: kiko=-1. Seylelikde, toweregin
islendik c¢atyryk diametri 6zara perpendikulyardyr, yagny toweregii
islendik diametri esasy diametrdir (simmetrik okudyr).

(8) sertden ellipsin catyryk iki diametrinh k; we Ko burg
koeflisentleri diirli alamatly bolyarlar, yagny catyryk diametrler
catyk cdryeklerde gecyarler. ki(ki>0) ulalanda k; burg koeflisient
absolyut ululygy boyunca kemelydr, yagny ol hem algebraik ulalyar.
Bu bolsa ellipsmi bir diametri sagat dilnii tersine aylananda omla
catyryk bolan diametrin hem sol tarapa aylanyandygyny gorkezyar.

14 PARABOLANYN DIAMETRLERI.

y*=2PX kanonik detileme bilen berlen parabola garalyii. K burg
koeffisientli parallel hordalaryn sisteamsyny alyarys. Bu hordalaryn
ortalarynyn ~ ndhili  yerlesendigmi  anyklalyn. Bu  hordalaryn
islendiginin uclaryny My (X1; Y1) we Mz (X2; Y2) bilen, onuii ortasyny
bolsa M (X; Y) bilen belgilidlin. M; we M; nokatlarynn parabola
degis  bolany  sebdpli olaryn = koordmnatalary  parabolanyi
defilemesini kanagatlandyrmaly, yagny;

vi=2px; (1)
vi=2px; (2)
Bagga tarapdan, Mj; My goni c¢yzygyn bur¢ koeffisienti K
bolany sebdpli, asakdaky denligi yazyp bileris:
Y2 =N
K=—— (3)
X2 — X1
Ahyrda, M nokat M; M, kesimiii ortasy bolany sebapli
asakdakylary yazarys:
X1+ X 1ty
Xe=m— V=777 @

Bu (1-4) bids gatnasykdan 4 sany komekgi X1, X2, Y1, Y2
ululyklary yok edeln. Su maksat bilen (2) deinillikden (1) deiligi
clenme-¢len ayryp taparys:

2 2 _
V2 —¥i = 2p(xz — xq1)

Ya-da
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(y2 —v1)(y2 +y1) = 2p(x; — x1) (5)

Indi (3) denilikden y,-y: tapawudyn  K(Xp-X1) bahasyny (4)
denliklerinn iKinjisinden bolsa y;+y, jemin 2y bahasyny tapyp, olary
(5) denlikde ornuna goyyarys:

k(Xz-Xl)Zyzz p (.’)Cz - ,’-‘Cl )

ahyrky denlemdni 2(X2-X1) ululyga (X2-x170, ¢ilinki garalyan
hordalarynn k burg koeffisienti bar, diymek, olaryn ordinatalar okuna
parallel dal) gysgaldyp alarys:

KY=P ya-da Y:Ek (k #0) (6)

Seylelik bilen parabolanynn parallel hordalarynyn ortalary

p
Y= ; goni ¢yzykda yatyarlar.

Biz garaljan hordalar ordmnatalar okuna parallel dal diyip
guman edipdik. Ordinatalar okuna parallel bolan hordalaryn
ordnatalary hem bir géni ¢yzykda absissalar okunda yatyarlar (¢iinki
OX ok parabolanyii simmetriya oky bolup hyzmat edyir). Seylelikde,
parabolanyn Ozara parallel hordalaryn ortalary bir goni ¢yzykda
boyunga ugrukdyrylan Ozara parallel hordalaryn ortasyndan gecyén
diametri sol hordalara catryk diametr diyip atlandyrmagy sertleselin.

y= E denllemeden gorniisi yaly, parabolanyn &hli diametrleri

absissalar okuna (parabolanyn simmetrik okuna) paralleldirler.
Uytgeyin iki ululykly birinji derejeli
Deiileméinifi geometrik manysy.

Gecen punktlarda kordinatalaryn dekart sitemasynda her bir goni
¢yzygy birinji derejeli deiilem bilen aiiladyp bolyandygna goz
yetiripdik. Indi tersin soraga garamak tebigydyr yagny liytgeydn x we
y ulylyklara gord birinji derejejeli islendik deiileme goni ¢yzygy
kesgitleyirmikd? Bu sowala jogap bermek {icin birinji derejeli
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defilemdnin umumy gorniisine garalyn we /x,y/ kordinatalary su
detilemini kanagatlandyryan tekizligin nokatlar kopligine
gonicyzygyny gorkezeris.

X we y gord birinji derejeli umumy denlemi asakdaky
gorniisde bolar. Ax+By+c=0 16/

Bu yerde A,B,C — erkin sanlar. yone liytgeydn x we y
ululyklaryin a e b kofisentleri bir wagtda nula den bolup biimez,
¢linki A=B=0 bolaysa onda /6/ deflleme 6ziinde iiytgeydn ululyk
saklamaz we ol deflleme bolup bimez.

B#0 guman edip /6/ denlemini yulylyga ¢cOzeln. Alarys:

Y=——x—— ya- da—é—k we———B
belgileri girizip alarys:
Y=kx+b /2/ detleminin k bur¢ koefisentli e

ordinatalar okunda b ulylykly kesimi kesip alyan goni ¢yzygyn
denlemesidigini goriipdik biz yokarda gecirilen tasyklamalarda B
koffisent nuldan tapawutly diyipguman edipdik . eger B=0Obolaysa
onda /6/ denlem asakdaky gorniis alarys:
Ax+C=0.
Bu halda su detilemdni x ulylga gord ¢oziip alarys :

x__ﬁ ya-da—=a

Belgileméni girzip alarys: x=a /3/

Emma biz su denlednin Oy oka parallel bolup gbni ¢cyzygyn
deiilemesidigini goriipdik.

Seyllik bilen punktyn basynda goylan sowal ¢oziildi :
liytgeyan x we y ulylklara gord islendik birinji derejeli denlleménin
goni ¢yzygy kesgitlenyédnigne goz yetirdik. Su alnan netjd gord /6/
deiileme goni ¢yzygynn umumy denlemesi iyilyar.

Ax+By+C=0 gomiisli goni ¢yzygyn umumy

defilemesini derfiemek.

Biz Ax+By+C=0 16/
GoOrniisli birinji derejeli umumy defilemédnin gonigyzygy
kesgitleydndigini gordiik. Indi su defileméninn gbnii ¢yzygy
kesgitleyandigini gordik. Indi su denileméninn bir ya-da iki kofisenti
nula denl bolanda goni ¢yzyn kordmnata oklaryna gord ndhili yagdaya
eye boljakdygyna g6z yetirelini:
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C=0 bu halda /6/ defilem asakdaky gorniisi alar: Ax=By=0

we ol kordinatalar baglangyjyndan gelyédn goni ¢yzygy kesgitleyir,
¢linki X=0 we Y=0 bolanda bu defileme kanagatlandyrylyar.

2. A=0 /6/ denleme asakdaky gémﬁsg alar:

By+C=0 ya-da Y=B bu yerde & = — .

Bu goni ¢yzygyn dhli nokady ii¢in ordinata hemiselik baha eyedir
yagny giini ¢yzyk ox oka parallel bolar we ondan b uzaklykda

verleser eger b polazitel bolsa onda ol ox okdan asakda yerleser
3. B=o /6/ defileme Ax+C=0 Ya-da B = % belgileme girizilse x=a

gorniisi alar we oy oka parallel bolan goni ¢yzygy kesgitldr.
4. C=0, B=0 /6/ defileme Ax=0 ya-da X=0 gorniisi alar we ol oy oky
bilen gabat gelydn goni ¢yzygy kesgitleyar.
5. C=0, A=0 bu halda /6/ denlleme y=o0 gorniisi alyar. Goni ¢yzyk Ox
oky bilen gabat gelyar.
Goni ¢yzygyn kesimlerdiki dernilemesi.

Biz eyyam kordinata oklaryna gord goni ¢yzygyn yagdayyny diirl
usullar bilen kesgitlip bolyandygyny aydypdyk. Goni ¢yzygyii
berilis usullar bilen kesgitlip bolyandygyny aydypdyk. Giini ¢yzygyn
berilis usullaryna baglylykda biz onuii defilemesinini  diirli
gorntislerini alarys. Koordinata oklarynyn ikisini-de kesydn we
kordnatalar baglangyjyndan ge¢meyan goni ¢yzyga garalyn. Goni
¢yzyk ox we oy oklarda kesip alyan kesimlerininn degislilikde a we b
ulylyklaryny gorkezip onuil yagdayyny kesgitlip bolar. Bu goni
cyzygyn defilemesini tapalyn. Su hili goni ¢yzygyn deflemesini
asakdaky gorniisde yazyp bolar: Ax+By+C=0 n
Bu yerde A,B,C koefisentleriit her biri nula dent déldir. Indi bu
denlemdninn koefisentlerini tapalyn. /yagny olary a we b parametrler
arkaly anladalyn/.

M /a;c/ nokadyn berlen goni ¢yzyga degislilii sebdpli onun
kordinatalary /I/ defilemédni kanagatlandyryar: Ab+C=0
Bu yerde 4 = —E 12/ N/C;B/ nokadyn kordinatalary hem /I/

defileméni kanagatlandyrmaly yagny Bg+C=0, bu yerden
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E = —i 13/ 2/we/3/denliklerden a we b bahalaryny /1/

Ex _< y+c=10

detilemede ornuna goyup alarys @ b

Bu denleménindhli ¢lenlerini C sana boliip /serte gord c#£0/ alarys.
Goni ¢yzygy onun derilemesi boyun¢a gurmak.

Goni ¢yzygy gurmak iligin ¢yzgyda onun ki sany nokadyny

gorkezmek  yeterlik.

b
Hakykatdan hem, Y- y——x —— V’r x%-a®> bu yerden MN=

(x- V(XZ a2)-h {x Vx— a}{x+*-,x a)ob x—x+a _ ab
a X+ 3{ a a x+v }{ a x+v K E.

Bu formuladan  gOmniisi yaly, x ululyk artanda MN
uzaklyk  kemelyir we  x tiikeniksizlige ymtylanda MN
uzaklyk  nula  ymtylyar.  Bu yerden M  nokat giperbola
boyunga birinji caryekde hereket  edip, tikeniksizlige

b

daslasanda onui y=X goni  ¢yzykdan uzaklygy nula

ymtylyar diyen netje gelp c¢ykyar. Edil sunun yaly yagday
nokat TUgiinji  céryekde Dbolup, tilkeniksizlige  daslasanda-da
bolup gecyar(bu giperbolanynn nokatlarynyn koordinatalar
baslangyjyna gord simmetrik Verlesendiginden gelip ¢ykyar).

b
Ahyrda, giperbolanyn Oy oka gord simmetrikliginden y= N

x ikinji goni ¢yzykdan giperbola ¢cenli M N yzaklyk M nokatdan
kinji we dordinji c¢dryeklerde bolup, hereket edende we ol
tikeniksizlige daslasanda kemelip, nula ymtylyar diyen netjini
alyarys.
Bu iki goni, ¢yzyga giperbolanyn asimptotalary diyyarler.
Yokarda gprsiimiz yaly, olaryi sefilemeleri asakdakylardyr:
b b

y= 7 X we y=- X IS/

Yokarda aydylanlardan asakdaky netije gelip ¢ykyar. Asimptotalar
bir tarapy ox oka parallel we 2a den, beyleki tarapy oy oka parallel
we 2b den bolan goniburglugyn dioganallarynda yerlesyarler,
yokardaky agzalan gOniburclugyn merkez, elbetde, koordmatalar
baslangyjynda bolar.
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Giperbolany ¢yzmak fiicin iki onuii asimptotalaryny ¢yzmak
maslahat berilyar.

DENTARAPLY GIPERBOLA. b=a bolan halda giperbola
deiitaraply giperbola _ diyyéarler. Onui defllemesi/3/ denlemeden
alynyar. Ol asakdaky yaly bolar:

X —y?=a®.
Bu yerden gomiisi yaly, dentaraply  giperbolanyn

asimptotalaryn  bur¢ koefisientleri + 1=0 defi bolar .  Diymek,
denitaraply  giperbolanyn  asimptotalary ~6zara  perpendikulyardyr
we olar  gperbolanyn  simmetriya  oklarynyn  arasyndaky
burclary yarpa bolydrler.

PARABOLA KESGITLEME. Fokus  diyip atlandyrylan,
berlen nokatdan we direktrisa diylipp atlandyrylyan berlen goni
cyzykdan den denlikden
duryan tekizligin  nokatlar kopliigine parabola diyyarler. (Elbet-
de berlen
nokat berlen goni ¢yzyga degisli dil diylip cak edilyér).

Parabolanynn  defllemesini  diizmek ii¢gn  Ox oka derek
fokusyn istiinden ge¢ydn we direktrisa perpendikulyar bolan
goni  ¢yzygy kabul edyiris. F fokusdan  direktrisa  gecirilen
perpendikulyar  kesimin O ortasyny koordnatalar baslangyjyny
deregine  alyarys, bu kesimini uzynlygyny P bilen Dbelgilili.

Sonda F fokusynn koordinatalary (S:o) bolar.

Parabolanyit erkin M nokadynynn koordmnatalaryny x we y bilen
belgilili. Sonda M nokatdan direktrisa gecirilen

perpendikulyaryn = N esasynyn koordinatalary (-g;y) bolar.

Kesgitleme boyunca FM=NM bolany sebédpli, iki nokadyn
arasyndaky  uzaklygyn  formulasyny ulanyp, saylanyp alnan
koordinatalar  sistemasynda parabolanynn denlemesini alyarys:

Vx =By (x+ By

Bu  denlemini  yonekey  gOrniise getrmek  iicn,  bu
denligin ki bolegini-de kwadrata goterydris.  Sonda alarys:
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p p
D)+ =)
ya-da
xz-px+§+y2=x2+px+§

bu yerden y*=2px M
Bu alnan denlemd parabolanynn kanonik denlemesi diyilyar.

Parabolanyi formasyny dernemek licin, su (D
deiilemede x ululygyn = otrisatel bahalary alyp bilmeyéindigini,
yagny parabolanyn ahli nokatlarynyn ~ ordmatalar ~ okundan
sagda  yerlesydndigni  bellemek  gerek. X wululygyn her bir
bahasyny y  ululygyn iki bahasy degisldir, sonda olar
ululygy  boyunga Ozara den we  alamatlary  boyunga
garsylyklydyr; yagny bu egri ¢yzyk absissalar okuna gord
simmetrik  yerlesendir. X ulullygyn bahasynynn artmagy bilen y
ordinata  absoljut  ululygy boyunca artyar, Ozilem x ululyk
ciksiz artanda, (y) hem ciksiz artyar.

Parabolanymn bir sany simmetriya oky bolyar,
parabolanyn simmetriya ~ okuna onun oky diyilyar.
Parabolanyi simmetriya oky bilen kesisme nokadyna
parabolanyn depesi diyilyar. (D defileme bilen berilen
parabolanynn depesi bolup, koordnatalar baglangyjy hyzmat edyir.

BELLIK. Garalan egri ¢yzyklaryn igiisi hem / ellipo,
giperbola we parabola / koordnatalarynn dekart sistemasynda ikmji
derejeli denleme bilen anladylyp biliner.

15.ELLIPSIN EKSSENTRISITLERI WE
DIREKTRISALARY

Bizin bilisimiz yaly, fokuslar diyip atlandyrylyan, berlen iki
nokada ¢enli uzaklyklarynynn jemi hemigelk bolan tekizligin nokatlar
we sag F; fokuslaryna cenli belgilip, yokarda yap-yanyja yatlan
kesgitlemidmize gord, asakdaky denligi yazyp bileris :

n+r=2a [/

Bagga tarapdan, iki nokadyn arasyndaky uzaklygyn

formulasyndan peydalanyp alarys :
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n=F,M=,(x+02+y%

n=FiM= J(x—)2Z+y7%
bu yerde x we y  ululyklar ellipsit erkihn M nokadynyn
koordinatlarydyr, ¢ ululyk bolsa F; F,  fokus uzaklygyn yarysydyr.
Ahyrky iki denligi kwadrata getirip we birini beylekisinden ayyryp

alyarys:
" r2- 12 = (o + - (eo) - ¥
skobkalary acyp we mefizes clenleri toparlap alyarys:
r2-r?=4cx. 2/
/1] we /2/ denilemelerden 11 we I ululyklary gbzlenilydn hasap
edip, ahyrkylary tapyarys. Su maksat bilen /2/ denligi
(r2-r2)@? + r?)=4ex
Gomiisde yazyp, /1/ denlikden peydalanyarys, sonda alarys:
ré-r?= sz
Alnan denlemdni /I/ denleme bilen bilelkde ¢ozip, r1 we I
tapyarys;

C c

rn=a-—xX, rn=at+x

a a
Ahyrky formulalara  girydn E ululyga ellepsini  ekspentrisigiti
diyilyar, biz ony E bilen Dbelgileyaris. E=§ ululyk 2c fokus

uzaklygynyi  2a uly oka gatnasygydyr, oOzilem o< E <1

sebibi o< € << @ /towerek 1ii¢gin c=0 we E=o/.

Seylelk  bilen, biz 1, we r, fokal radislar igin
asakdaky formulalary aldyk:

ri=a-Ex, ra=a+Ex

Ordinatalar okuna  parallel  bolan  x=II> @) goni
cyzyga  garalyn  we  birmjiden,  ellipsin eckm M /xy/
nokadyndan  onun F1 sag fokusuna ¢enli a;  uzaklygy
tapalyn. Sofira su uzaklyklaryn gamasygynay hasaplayarys.

a—Ex B X

d=Fx  bolany sebipli i

T1-x l-x
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1
Eger = % bolsa, onda yazylan - gatnasyk E sana den bolan

di
hemiselik baha eye bolar.
Ellipsin  simmetrik  figuralygy esasynda seyle netjini c¢ep

fokus we X =— % goni ¢yzyk Uicin alyp bolyar.
Ellipsii  fokal okuna perpendikulyar bolan we onun
merkezinden % uzaklykdan gegydan bu iki goni ¢yzyga ellipsii

direktrisalary  diyilyir. Bizin  yokarda aydynlasdyrysymyz  yaly,
olar  asakdaky ajayyp hisiyete eyedirler: ellipsin  islendik
nokadyndan fokusy we degisli direktrisa ¢enli uzaklyklarynyn
gatnasygy E sana deni bolan hemiselik ululykdyr.
16.PARABOLANYN EKSSENTRISITLERI WE
DIREKTRISALARY
Gecen  punktdaky belglemeleri  saklap, giperbolanyn
kesgitlemesi esasynda  alyarys:
r2-r1:i2a, N/
bu yerde plyus alamaty gperbolanyn sag sahasyna, minus
alamaty bolsa onun c¢ep sahasyna degish. Basga tarapdan,
edil gecen punktdaky yaly, tapyarzys:
ry*-ri?=4cx, 121
/1/ we /2/ denlemelerden 11 wWe 1 ululyklary  taparys.
Munuin Gigin /2/ denligi asakdaky vyaly gogiireris:
(r2-ry)(ro+ry)=4cx.
Ahyrda, bu denlemini /1/ defileme bilen ¢ozip, r1 we 1
ululyklar {icin aflatmalary alarys:

C c
rn=-a+-X, /sag saha/ r=a-—Xx, /cep saha/
a a
c c
rp=a+-X. rp=-a-— X
a a

Ahyrky formulalara  giryan E ululyga giperbolanyn
akssentrisiteti _ diyilyir, ony E bilen belgilemegi sertleselin.

Elbetde, Ezz ululygyn  2¢  fokus uzaklygynyn 2a hakyky
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oka gatnagygydygy gomiip dur, Ozitlem indi E> 1, sebibi
c> a.

Bu yerden ortonormirlenen bazisde wektorlerii

komponentlarynynn ~ wektoryl  uzynlygynyn sol wektoryn bazs
wektorlar /koordinata oklary/ bilen emele getiryin burclarynyn
kosinuslaryna kopeltmek hasylyna deiiligi gelip ¢ykyar. Asakdaky
hisiyet skalyar kopeltmek hasylyn ¢yzykdadygy diyen ada eyedir.
Islendik a,b, we ¢ hem-de «, 3 sanlar iigin

(aa + ﬂB,E): a(a, E)+ ,B(B,E) denlik yerine yetyar.
Hususy halda (aé,é):a(é,ﬁ) we (5+5,E):(5,E)+(B,E)...

Skalyar kopeltméanin kommutatiwlik hasiyetinden
peydalanyp, biz bu yerden asakdaky tozdestwony alyarys:

(8. g0+ y¢)= pla.b)+ Ha.c)

17.Skalyar kopeltmek hasyly kopeldijilerin
koordlnatalarynyn iisti bilen anlatmak.
3 Goy, bize a= ai+va,j+ak we b=pgi+ps,j+Bk
wektorlar berlen bolsun. Skalyar kopeltmek hasylyn birinji kopeldiji
boyunga ¢yzyklylygyndan peydalanyp alyarys:
(8.5)=egi + ety + ak,b)= 4 i.B)+ b )+ e (k,B)  (2)

Skalyar  kopeltmek  hasylyn  ikinji  kopeldji  boyunga
cyzyklylygyndan peydalanyarys:

b)= (i, i+ Bi+ Bk)= Bi(1.1)+ B, )+ 1. k)= 3 131

i:6)=(i.8i + B, + k)= o1 41; (k.B)= (k. B + i + k)= ;151
/3/, /4] we /5/ denlikleri gbz oniinde tutup, /2/ denligi asakdaky yaly
yazarys (5, 5)= af+ o, +ap;. /6/Biz asakdaky
teoremany subut etdik,

TEOREMA. Eger bazs ortonarmirlenen bolsa, onda 0z
koordinatalary bilen berlen iki wektoryn okalyar kopeltmek hasyly
sol wektoryn bir atly /degisl/ koordmatalarynyn kopeltmek
hasyllarynyn jemine dendir.

Eger /6/ formulada b =a diyip guman etsek, onda afilarys:
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la,al =o -y +a, a,+a,-a, ya-ta

lal? = +a+af

yagny ortonormirlenen bazsde a wektoryn uzynlygy
d=al+al+d’ /7] formula boyunca kesitlenyir.

a
Ortonormirlenen bazisde a we b ki wektoryil arasyndaky
burgun kosinusy sol wektorlaryn  komponentalarynn  sti  bilen
asakdaky formula boyunca anladylyar:
C0s g = ga,tl) _ auf + oy, + a3 s
Al oi +ai+al B+ B+
18.1ki nokadyn arasyndaky uzynlyk
Eger 1iki nokadyn goni burgly dekart sistemasyndaky
koordinatalary berlen bolsa, onda olaryn arasyndaky uzaklygy ansat
hasaplap bolar. Hakykytdan hem, goy, A we B nokatlaryin goni

burcly koordmnatalary, degisliikde, /X, Yy,s2/ we /X,,Y,,2,/ bolsun,

onda AB=(x,—x)i+(y,-v,)i(z,+2)K, bu yerde /7/ formula
esasynda alarys:

‘AB‘ = \/(Xz - X1)2 +(y, - y1)2 +(z, _22)2-

19.Wektorlar iicliiginiii orientasiyasy.

Goy, ki sany orta normirlenen i, j,k we i’, j’,k" bazis berlen
bolsun. Hereketin komegi bilen bu iki bazisi bir-biri bilen gabat
getirip bolarmyka? Elbetde, gogiirme we aylama esasynda i’ wektory
i wektory bilen gabat getirip bolar. Sonda i' wektory perpendikulyar
bolan j" we k' wektorlaryn tekisligi i wektora pependikulyar bolan
j we k wektorlaryni tekizligi bilen gabat geler. Sofira su tekizlikde
anlamak arkaly | we | wektorlary gabat geler edip bolar. Sondan
sofira K" we k wektorlary kollinyar bolyarlar. Olar ya-ha gabat
gelerler, bu halda bazisler gabat gelyarler, ya-da olar /wektorlar/
garsylykly ugrukdyrylyarlar. Bu halda bazsleri gabat getirmek
miimkin dal
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Bu tassyklamadan gorniisi yaly, eger iki bazis gabat gelyin
bolsa, onda her bir iglinji bazis ya birinji bazis bilen, ya-da ikinji
bazis bilen gabat gelyar.

Seylelik  bilen, &hli ortonormirlenen bazisler iki klasa
boliinyarler. Sol bir klasa degish bazsler 6zara gabat gelyérler, diirli
klasyin bazisleri bolsa 0zara gabat gelmeyérler. Haganda | wektor
bilen, k wektor yakaryk ugrukdyrylan yagdayda i wektoryn saga ya-
da ¢epe ugrukdyrylandygyna baglylykda bazis sag bazis ya-da ¢ep
bazis diyilyar.

Bir klas dile sag bazslerden, beyleki klas bolsa die cep
bazislerden ybarat. Su kesgitleme islendik bazs {icin asakdaky
garniisde berilyar.

Kesgitleme.  Eger {clinji  wektoryn  ahyryndan  birinji
wektordan ikinji wektora m kici burga aylanma sagat strelkasynyn
tersine  gOrlinyin  bolsa, onda komplanar ddl wektorlaryn
tertiplesdirilen  lichigine saga orientirlenen {clik ya-da yone sag
tclik diyilyér.

Garsylykly halda tgliige cepe orientirlenen tglik ya-da cep
Uchik diyilyar. /ighign wektorlarynyn hemmesinii  baslangyjynyn
gabat gelyin haly g6z oniinde tutlyar/.

Iki wektoryn wektor kopleltmek hasyly.

Kesgitleme. Goy, a we b wektorlar berlen bolsun. Su

-

wektorlaryn  komegi bilen asakdaky sertleri kanagatlandyryan C
wektory guralyn:
1. E=‘a‘-‘6‘~sin(p, bu yerde ¢ burg a we b wektorlaryn

arasyndaky burg;

2. ¢ wektor a we b wektorlarynn her birine ortagonal
bolmaly;

3. a,b,c wektorlar sag tcliigi emele getirmeli.

Su usul bilen gurlan C wektora a we b wektorlaryn wektor
kopeltmek hasyly diyeris we [a,b| bilen belgikiris.
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Eger kopeldjjilerin it bolmanda biri nul wektor bolaysa, onda
olaryn wektor kopeltmek hasyly kesgitlemd gord nul wektor diyip
kabul edilyér.

Kollinear dil iki wektoryn wektor kopeltme hasylynyn
modulynyii sol wektorda gurlan parallelogramyn meydanyna san
taydan denligi kesgitlemeden gelip cykyar /elbetde, wektoryn umumy
baslangyjy bar diyip c¢ak edilyir/.

Kopeldijiler  kollnear bolanda we dile sonda wektor
kopeltmek hasyl nula den bolyar.

Wektor  kopeltmek  hasyly  antkommutatiwdir,  yagny
[a b|=—lo, aJ

Ortanormirlenme  bazisin - wektory tii¢gin asakdaky denlikller
yerine yetyar:

[ i]=k.[i.k]=i[k.i]=j.[j.i]=—,

[i.k]=—i[k i]=-.[ii]=[i, i]=[k.k]=0.

Wektor kopeltmek hasylyn yene bir hisiyetini yatlap gegeln.
Islendik a, b we c, islendik A we 4 sanlar tigin

[/15 + ,uB,EJ: /1[56J+ Y7, BEJ
denilik yerine yetyar.

Wektor kopeltmek hasyly kopeldijilerin
koordinatalarynyn iisti bilen anlatmak.

Goy, bize ortonormirlenen bazsii  wektory  boyunca

dagydylan a we b wektorlar berilen bolsun:

ai aji+a, ]+ ak, b= Bi+ B, ]+ Bk
Onda alarys:

6.5 ]= i + t, + cooB|= B+ o Bl akB) @
b|=p.i|={gi+ 5.+ Bxil=-Aliil- B[ii]- Blkil= k-5 @)
F,BJ?[B,J'J=—[/5'1i+ﬂzj+/33k,J']=—l5'1[i,j]—ﬂz[j,J]—ﬁa[kyj]=—/5'1k+ﬂ3i ®)

bl=—p.k|=-{pi+ i+ sk K=l k- AliK]- Al K= i - g (4)
121, 13/ we /4/ denlikleri géz oniinde tutup /2/ deiiligi asakdaky

yaly Jazarys: [a,0]=cn(Bk - B,])+ (- Bk + Bji)+ a(B.] - Bi)
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Sag bolekde skobkalary agyp, i, j we k wektorlary boyunga
toparlamany yerine yetiryiris:
la1 bJ: (%:33 —a,f )i - (alﬂB - 053,31)j + (alﬁz - aZﬂl)‘
Skobkalardaky  anlatmalary  ikinji  tertipli  kesgitleyjiler
2 @ |G Q3. | azk /5]
B Bl B Bl 1B B

Bu aiflatmany birinji setirii elementleri boyunca dagadylan
tictinji tertipli kesgitleyji hokmiinde edip bolar:

goniisinde yézarys: [5,6 =

i)k
[5, b|= a, o, a /51
B B, B

Ucburclugyii /parallelogramyii/ meydanyny onuii
depeleriniin koordinatalaryii iisti bilen aflatmak.
Goy, bize ginislikde ti¢ sany
ATx, Y2l A%, Y,,2, 1, we Ayl X,,Y,5,2,/ nokat berlen bolsun.
Onda E = (Xz - Xl)i + (yz - Y1)j +(Zz _Zl)k’
AA; = (Xs - Xl)i + (ys - yl)j + (Zs _'Zl)k'
AA, we AA, wektorlaryn wektor kopeltmek hasylyny /5/
formula boyunga aﬁ]adalyﬁ:
Z, -2 X, — Z,—2
I:A&_AZ A_A\;}:I 2 1 | 2 Xl 2 1 -
y1 Z3— % X3=% Z3—%
Indi bu wektoryﬁ yzynlygyny tapyarys:

s J

=X Y. Y%
X=X Y=Y

2 2
-V %% n X, =X Z,— %
Ys= Y1 &H—4 X=X Z3—%

2

X, =X Y,V
+ 2 1 2 1
;=X Ys— Y

Ugburglugyii meydanyny

1 ——
s=~[AR.AR]
formula boyunga tapyarys. Eger Ai, A», Az nokatlar bar tekizlige
degisli bolan, onda
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S=i1x —X% yz_Y1.
2 X3=X% Ys— Y

Gatysyk kopeltmek hasyl.

( lb c|) sana gatysyk kopeltmek hasyl diyilyar we ol /5 66/
bilen belgilenyér.

TEOREMA. a,b we ¢ komplenar dil wektorlaryi gatysyk
kopeltmek hasylynyn moduly sol wektorlarda gurlan parallelepipedinl
gowriimmne dendir. Eger a,b,c iiclik sag Uclik bolsa, onda ol

kopeltmek hasyl polozteldir, eger iiclik c¢ep TUclik bolsa ol
otrisateldir.

Hakykatdan-da, a,b,c wektorlarda gurlan parallelopipediti

gowriimi  parallelopipedin esasynyn ‘[B,E] meydanynyti /a/-/cos@/

beyikligine képeltmek hasylyna defidir. Bu yerde ¢ burg a we [6,6
wektorlaryn  arasyndaky burgdyr. Sona gord-de biz asakdaky
gatnagygy yazyp bileris:

v=Ip.c)-raricosor = flap.cr =[ab.c)
Seylelikde, teoremanyn birinji tassyklamasy subut edildi, gatysyk
kopeltmek hasylynynn alamaty cosé@ wululygyn alamaty bilen gabat
gelyér, sonun tiginem gatysyk kopeltmek hasyl, eger a wektor bilen
lb CJ wektoryn ugry b we ¢ wektorlaryil tekizliginden bir tarapa
ugukdyrylan bolsa, polozteldir, yagny a,b,c wektorlar sag Ucliigi
diizgdan bolsa, onda gatysyk kopeltmek hasyl polozteldir. Edil sunun
valy, eger a,b,c wektorlar cep oryentirlenen tclik bolsa, gatysyk
kopeltmek hasylyin otrisateldigi gorkezilyar.

Eger i, j,k ortonormirlenen sag bazis, onda (i, j,k)=

TEOREMA. Kopeldjiler kopleanar bolanda we diie sonda
gatysyk kopeltmek hasyl nula dendir.

Hakykatdanda, /a,b,c/=/a/ /[B,EJ/ cosd , bu yerde burga
we [B,EJ wektorlaryii arasyndaky burg.
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/ 5/-/[5,6J/-/ cos @/ =0 denlk haganda asakdaky sertlerin i
bolmanda biri yerine yetende miimkindir:

a)/a/=0. Bu halda a,b,c wektorlaryi komplanardygy
gornlip dur.

b)/[B,EJ/zO. Bu halda b we ¢ kollenear, sona gori-de

-

a,b,c wektorlar komplanardyr.
w) cos@=0. Bu halda a wektor [B,EJ wektora ortagonal,
yagny b we ¢ wektorlar bilen komplenardyr.
Tersine tassyklama edil yokardaky yaly subut edilydr: eger
a,b we ¢ wektorlar komplenar bolup, a) we b) hallar yerine
yetmese, onda w) hal amala asar.
Gatysyk kopeltmek hasyly kopeldijilerin
komponentalarynyii iisti bilen anlatmak.
Goy, bize lic sany wektor berlen bolsun: a= ol +a,]+ak,

6:ﬂ1i+ﬁ2j+ﬁ3k’ E=71i+72j+73k'
b we ¢ wektorlaryn wektor kdpeltmek hasylyny yazalyi:
i ] k
[B,E]: ﬂl ﬂz ﬂ3 =ﬂ2 ﬂ3i_ﬁl ﬁ3j+ﬁl ﬂzk
V2 Vsl N Vs o7
o V2 73
Wektorlary okalyar kopeltmek diizgiini boyunca alarys:
A AV A AT
Glbc)-EB)=" M- P+t Pa=lp B, B,
Y2 V3 o7 72
o V2 Vs

Parallelepipedin /piramidanyi / gowriimini onun
depelerinenn koordinatalary arkaly anlatmak.
Goy, bize bir tekizlkde yatmayan dort sany nokat berlen
bolsun:

A%, Y21,
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Ao 1%, Y22, 1,

Al %, Y3251,

A X, Y,,2,0
A depeden ¢ykyan A1Az, A1As we AjA4 wektorlary yazalyi:

AA = (Xz - X1)i + (yz - Y1)j +(Zz _Zl)k7
AA; = (Xs - X:L)i + (ys - yl)j + (Zs _'Zl)k’
AA, = (X4 - Xl)i + (y4 - Y1)j +(’24 _Zl)k'

Indi bu ii¢ wektorynl gatysyk kopeltmek hasylyny vyazyarys:

. X=X Yo=Y %H—%
(AR AR AR )= % v-v -2
X=X Yo=Y Z—%

Bilisimiz yaly bu sanyi moduly parallelepipedin gowriimmne
anladyar. Su parallelepipedi /prizmanyty deni ululykly alty sany
piramida bolip bolyar, sona gord-de AjA2A3As , piramidanyn
gowrlimini asakdaky formula bilen berip bolar:

=% Yo=Y %%
Vlip :ig X3=% Ys—= Y1 %%
Xo=% Yo=Y &%
Tekizlikde goni burcly dekart
koordinatalary ozgertmek.

Goy, bize tekizlkde koordinatalaryn iki sany goni burgly
dekart sistemasy berlen bolsun, olarynn biri 0 baslangy¢ we i,j bazis
wektorlar, beylekisi bolsa 0" baslangye we i', ] bazis wektorlar
arkaly kesgitlenyér diyelin.

Omniimizde seyle meselini goyyarys: tekizligin erkin M
nokadynyn koordmnatalary koordinatalaryin birinji sistemasyna gord X
we y koordinatalaryny nul nokadyn koordinatalaryn  ikinji
sistemasyna g0rd koordmatalary arkaly anlatmaly. X we 'y

e

koordinatalaryn  OM  wektoryn i,j bazis boyunca dagytmsynyn
koordinatalary bilen gabat gelyindigini seyle hem X' we '

.}’ bazis boyunca dagytmasynyn

!’

koordinatalaryn oM wektoryn i
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koordinatalary ~ bilen  gabat gelyindigini belldlni, yagny biz
asakdakylary yazyp bileris:

OM = xi + j, I/ OM =Xxi'+yj. 12/

Eger ikinji sistemanynn Q' baslangyjynynn birinji sistema gord
koordinatalaryny a we b bilen belgilesek, onda 00 = ai +Dbj. /3/
Tekizligin islendik wektoryny i,j bazis boyunga dagydyp bolyandygy
sebipl, «,,a,,,a,,,a,, sanlar tapylyp, asakdaky gatnasyklary yazyp

iI"'=a,i+a,],
bolar “‘_} 141
J =ayl+ay].

Wektorlary gosmagyn diizglini boyunga alarys:

OM =00"+0O'M. 15/

/2/  denllign sag boleginde i’,j° wektorlaryn bahalaryny /4/
denliklerden alyp goyyarys, somira /5/ denlige /1/, /2/ we /3/
defiliklerden OM,00" we O'M wektorlarynn bahalaryny goyyarys,
ahyrda-da gosulyjylary iwe j wektorlary boyunga toparlara bolyaris:
Xi+yj=@+a,X +a,y)i+b+a,x +a,y')j. 16/

Wektory bazis boyunga dagytmagyn yeke-tidkdigi sebapl /6/
deiilikden koordinatalary o6zgertmeginn fomulalatyny alyarys:

X=a+ allx:+ auy';} /7]

y=b+a,X'+a,,y"

Biz asakdaky ajayyp netijd geldik: eger tekizlikde iki sany
erkin dekart sistemasy alnan bolsa, onda tekizliginn islendik n
nokadynynl birinji sistema gord koordmatalary nul nokadyn beyleki
sistema gord koodinatalarynyn ¢yzykly funksiyalarydyr.

Indi alanan /7/ formulalaryn geometrik interpretasiyasyna
gecelin. Munuil {icin a we b wektorlaryn arasyndaky burgyn
kosinusyny Cos(a"B) bilen belgilemegi sertleselin. /4/ denliklerin her
birini ilki 1 wektora, sofra | wektora skolyar kopeldip we
Iil=1j,j/=1 /i, j/=0 goz oiilinde tutup alarys:
oy, = cos(i', ), e, = cos(i', ™ ),

Uy =COS(j',’\i), Oy, :COS(J-”A J)
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Yokardaky surat sekillerinden hala garalyi. Onda
o, =C0SQ, a;, = cos(% - gaj =sing, a,, = cos(% + goj =—sing,

a,, =COS .

Seylelik  bilen,  tekizlkde  koordinatalary  Ozgetrmegiii
formulalary asakdaky gorniisi alyar:

Xx=a+Xxcosp—y'sing,

y=Db+ Xx'sing+ y'cose.

/7] sistemany x' we y' gord ¢ozip, biz islendik M nokadyn ikinji
sistema gord X' we Yy’ koordinatalaryny nul nokadyn birinji sistema
gord X we y koordinatalary arkaly anladyan ters formulalaryny alarys:
X' =(x—a)cosg+(y —b)sing,

y' =—(x—a)sing +(y —b)cos go}

Koordmatalary Ozgertmegii umumy /7/ formulalary iki sany
Ozgertmd dagayar. Bularyn biri sistemany dile parallel goclirmi
degislidir, beylekisi bolsa sistemany dile O baglangyjyn dasynda ¢
burca aylamaga layyk gelyir.

Hakykatdan hem, /7'/ formulalarda bolsa aylanma burgy
nula deft dijip hasap etsek, (x-a)°+(y-b)’=R? defilemede ab, R?
hemiselikler degislilikde toweregih merekezinde ~ kordinatlary we
onun radiyusy iytgeyin x we y ulyklar bolsa toweregimi erkin M
nokadyn kordinatlary hususy halda eger kordmnatalr baglangyjy
toweregin merkezinde alynsa onda a=b=0 bolar we 12| deiileme
has yonekey gomnisi alar: x*+y*=R?. Bu Yerden /2/ we /2]
denllemeler) merkezi c/a;b/ nokat radiusy R-e den bolan toweregii
/2/  denlemesinin  bardygyny goryaris. /2/ denlemede oklary agyp
alarys. x*+y?-2ax-2by+(a“+bh?-R?)=0 /3/ ya-da x*+y*+Dx+Ey+F=0,
bu yerde D=2a,E=-2b, F=a’+h?-R?diyip kabul edildi. /3/ defileme
ikinji derejeli defilemedir. Seylelikde towregin lytgeydn kordmatala-
ra gord ikinji derejeli defilemesi bardyr emma her bir kinji derejeli
denlleménin toweregi kesgitlenmeyénligi bellemek gerek.
Hakykatdanda /3/ defilemeden asakdakylary goryéris, toweregii
denllemesinde kordinatalaryn kwadyratlanyii koefissenyleri 6zara den
bu denllemelerinn kordinatalaryin kdpeltmek hasyly /xy/ girmeyir.
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Tersine eger su ki sert yerine Vetse /x> we y? cleneleriii
koeflisentlerinin  6zara deiiligi xy clenmn denlemede yoklygy/ onda
umuman aydylanda ol deflleme toweregi kesgitleyir sebibi ony x-yi
koeffisentine boliip /3/ gdrniise getirip bolar.

Ellips kesgitleme. Fokuslar diyip atlandyrylyan barden iki nokada
cenli uzaklyklarynyn jemi hemiselik san bolup takyklygyn nokatlar
uzaklykdan uly bolmaly.

Ellipsin denlemesini diizmek iicin berlen F1we F; nokatlary
birlesdirydn gojni ¢yzygy absissalar oky hokmiinde Kabul ederis ol
okda F; -den F, —a tarap ugry polaztel diyip Kabul ederis F1 F;
nokatlary birlesdirydn kesimini ortasyny kordinatalar baslangyjy
deregine Kabul edelin fokuslaryn arasyndaky FiF, uzynlygy 2c bilen
belgildlin. Onda F;1we F; nokatlarynn kordinatalary degislilikde /c;0/
we /-c;0/ bolar. Ellipsini erkin N nokadynyn kordinatalary. X we'y
bilen belgildlin. F1M we FoM kesimlerinn uzynlyklarynynn formulasy

boyunca ailadalyii: F1M=+/(x—c) + y?

Ellipsin kesgitlemesine gord kordinatalar sistemasynda elipsin
denilemesidir. Ellipsin denlemesi m yonekey goriisi alar yaly /1/
denllemede radikallary yok etmek gerek. Radikallaryn birini sag
bolege geciryiris.

J(x=cf +y? =2a-/(x —cf + y?
Indi d= \/ (V=% ) +(v-y,)f formula buyunga M we N nokatlaryi
arasyndaky uzynlygy tapmak galyar, yagny

Ax,-1By,+c Y AX, + By, +¢ ?
_ Az(Axo—lBy0+c * g Aot By e _
A® + B? A? + B?
_\/(AxO+ByO+c)2 | A%y + By, +¢]

A* + B’ JA? +B?

20.Goni ¢yzygyn polyar kordinatalardaky demlemesi.
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Goni ¢yzygyn normal denlemesini alalyn x cosa +ysina -p=0
tekizlikde kordmnatalaryn goni burcly dekart sistemasy bilen polyar
kordnatalarynl sistemasy arasyndaky baglansygy beryin formylalary
yazylan. X=r cos« y=rsina

Uyteyin x we y ulylyklaryii bu bahalaryny géni ¢yzygyfi normal
denlemesinde goyyarys: rcos g COSa +rsing sine -p=0 ya-da

r:( cos pCoSa + singsina )-p=0 bu yerden r-cos(¢ - @ )-p=0

bu bolsa goni ¢yzgyil polyar koordinatalardaky detllemesidir.

IKinji tertipli egri ¢cyzyklaryn elementar teoriyasy
Uytgeyin x we y ulylyklara gord ikinji derejeli umumy defileme
oziinde ikinji ¢lenleri /x*xy we y*/ birinji derejeli cleni /azat gleni/
saklayar. Suna layyklykda ikinji derejeli umumy denleméni asakdaky
yalyyazyp bolar. Ax?+Bxy+Cy?+Dx+Ey+F=0
Bu yerde A,B,C koffisentlerin i bolmanda biri nuldan tapawutly
bolmaly. A,B,C,D.E,F koefissentlerinn diirli bahalarynda bu
denilemeédnin haysy c¢yzyklary kesgitlenydndigi baradaky sowada
indiki bolimde garaljak. Su bolimde ikinji derejeli denlemelerin
kabir yorite gorniislerine garap gecelin.

Towerek. Kesgitleme. Merkez diyip atlandyrylyan nokatdan deni
nokadyny onuil merkezi bilen birlesdirydin kesime seyle-de sol
kesimint uzynlygyna toweregii radiusy diyilyar.

R radiusyn toweregin denlemesini diizelin.

Kordmnatalar oklaryny erkin saylap alalyin onda toweregin c
merkezinit koordinatalary a we b bolar. Téweregiii erkin M
nokadynyn koordnatalaryny x.y bilen belgildlin toweregin dhl
nokatlaryna mahsus bolan hésiyeti analitiki ailadalyn. Toweregin
kesgitlemesinden onuii islendik M nokadynyn C merkezinden
uzakdygynyn hemiselik ululygy we onun toweregin R radiusyna
dendigi yagny CM=R bolyandygy gelip ¢ykyar.

Cm ululygy C we M nokatlaryn arasyndaky uzaklyk
hokmiinde kesgitlip biz /I/ deniligi M nokadyi 0ytgeyan
koordinatalarynyfi isti bilen afladarys:/(x—y) +(y—bf =R I/
Ahyrky denleménini iki bolegini-de kwadrata goterip biz toweregin
deilemesini yady yazarys:(y —b) +(y —b)* = R? 12/
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Bu denlemede a,b, R hemiselikler degislilikde toweregin merkezinii
kordnatalary w onunl radiyusy {iytgeydn x we y ulylyklar bolan
toweregin erkin M nokadynyii koordinatalary. Hususy halda eger
kordinatalar baslangyc towereginh merkezinde alynsa onda a=b=0
bolar we /2/detileme has yiinekey gornisi alyar. X°+y?=R?

Bu yerden /2/ we /2'/ defilemeler merkezi C/a;b/ nokatda radiusy R-e
deni bolan toweregmn /2/ detilemesininn bardygyny goryéris. /2/
defilemede nokatlary agyp alarys: X2+y*-2ax-2by+(a®+b*-R?)=0 /3/
Ya-dax?+y?+Dx+ey+F=0  /3/ bu yerde D=2a, E=-2b, F= a®+b*-R?
diyip kabul edlildi. Detlleme ikinji derejeli denlemedir seylelikde
toweregiil iiytgeydn koordinatalara gord ikinji derejeli denlemesi
bardyrit emme her bir ikinji derejeli defleménin toweregi
kesgitltmeyindigi bellemek gerek. Hakykatdan-da /3/ denlemeden
asakdakylary goryéris. Toweregiini defilemesinde koordinatalryt
kwadratlarynyin koeflisenleri 6zara den bu denlemd koordinatalaryn
kopeltmek hasyly /xy/ girmeydr tersine eger su iki sert yerine yetse
/X% we y* ¢lenlerini koefisentleriniii 6zara defiligi xy ¢lenifi
detilemede yoklygy/ onda umuman aydylanda ol denlem toweregi
kesgitleyar sebibi ony x* iii koefisentine bélip /3/ gorniise getirip
bolyar.

Ellips kesgitlemefokuslar diyip atalandyrylyan birden iki
nokada ¢enli uzaklyklaryn jemi hemiselik san bolan
fokuslaryn arasyndaky uzaklykdan uly bolmady/.

Ellipsin denlemesini diizmek t¢in berlen F; we F, nokatlary
birlesdirydn goni ¢yzygy absissalar oky hokmiinde kabul ederis ol
okda F1 we F; nokatlary birlesdirydn kesimin ortasyny koordinatalar
baslangyjy deregine kabul edeln. Fokuslaryn arasyndaky Fi, F»
uzaklygy 2c bilen belgildlin. Onda F; we F, nokatlaryii kordmatalary
degislilikde /c;0/ we /-c;0/ bolar. Elipsinn erkin N nokadynyn
kordinatalaryny x we y bilen bagalalyn. F1M we F,;M kesimlerin
uzynlyklaryny iki nokadyn arasyndaky uzynlygyn formulasy
boyunga arladalyn.

EM = /(x=y) +y? M =/(x+c) +y?
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elellipsin kesgitlemesine gord F1M+ FoM jem hemigelik ulylyk ony
2b bilen belgildp alarys F1M+ F,M=2a

Ya-da (x—yf +y? +y(x+cf+y’ =2a

Bu deitileme alnan koordinatalar sistemasynda elipsinnt detilemesidir.
Elipsin detilemesi i yonekey gorniisi alar yaly /I/ defilemede

redikallary birini sag bolege geciryaris:

J(x=cf +y? =2a-+/(x—cf +y?

21.IKinji teripli egrilerin umumy denlemesi we olaryin kanonik
gorniise getirlisi.
Indi ikinji tertipli algebraik denleméi
Ax2+bxy+Cy2+Dx+Ey+F=0 seredelii.
Bu algebraik denlemid ikinji tertipli egrilerin umumy

......

B,d we E koefisentlerinde ik& bolinen bolup giryarler. Sonun tigin
kinji tertipli umumy algebraik denleméni
AX?+2Bxy+Cy?2Dx+2Ey+F=0 2.1/

gorniisde yazmak amatly. Bu yerde B,D we E koeffisenler degisli
koeflisenlerin  yarysyny ainladyandyr, ondan basgada A,B,C
koeffisenler bir wagtynn 6ziinde nola den dildir (A2+B?+C%£0)
meselem eger x2+3xy+2y?+5x+4y+1=0

denileme berlen bolsa onda A=1, B:g , C=2, D:g, E=2, F=1
bolar. Eger Ac-b?#£0bolsa /2.1/ detileméini paralel gociirménii we
yzygiderli Swirménii komegi bilen A'X"?+Cy"2+F'=0 2.2/
gornise getirip bolar.

Subudy. IKki  Oxy kordinatalar sistemasynyn baslangyjy O,(Xo, Yo)
nokada yetirelin. Tdze sistemany OXy bilen belgildp

X=X+X,

y=Yy+Y, 2.3/ alarys.

Ondan /2.1/ denlemidmiz

A(X'+X0)*+2B(X'+X0)(y +Y0)+C(y'+Y0)’ +2D(X'+X0)+2E(y'+yo)+F=0
gorniisde bolar. Yonekey dzgertmelerden sofira bolsa /2.1/
detilemiimizi Ax'2+2Bx'y'+Cy” +2D'x'+2E'y'+F'=0 12.4]
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gorniisde yazmak bolar, bu yerde. D'=Axp+Byo+D, E'=BXo+Cyo+E,

F'=AXo>+2BXoYo+Cy*2Dxo+2Eyo+F.

bu yerde xo we Yo hidzirlikge ndbelli sanlardyr.

Téze sistemanyn /Xo;Yyo/ kordinat baslangyjyny tapmak tigin D' we E'-
Ax,+By,+D=0

Bx, +Cy, + E =O}

sistema alnar. Lemmanyii sertine gord AC+B%£0 digmek /2.5/

Sistemanyn Xo;Yyo Sanlara gora-yeketik ¢oziiwi bardyr. Sofira /2.5/

serti goz oOniinde tutyp /2.5/-den

Ax"?+2Bx'y +Cy?+F=0 /2.6/ defiligi alarys.

Indi bolsa O'x'y" kordinatlar sistemasyny kébir oc-aburca owrip gora

krodinatalar O'x"y" sistema alallyn.

X'=X"'C0S oc —y''sin oc

y" = X"sin oc —Cos oc }

X' we y' bahalaryny /2.7/ denlikde goyalyn

A(X"coSs oc -y"'sinoc )2+2B (X"coS oc -y"sinoc )

(X"sinoc +y"c0s oc }+¢(X"sin oc +y"cos oc )2 +F=0

Onda birndge 6zgertmelerden sont

X"2(Ac0s? oc +2Bcos oc sin oc +Csin? oc )>+y"2(Asin® oc -

2Bsin oc C0S oc €0S? oc )+X"y"(Asinoc cosoc + +B(Cos? oc -

sinoc )+Csinoc cosoc )+F=0

bu yerden A=Ac0s* o« +2Bcos oc +Csin? oc

C'=Asin’ oc -Bsin oc cos oc +Cc0s' oc

B'=-Asinoc cos oc +B(c0os? oc -sin? oc )+Csin oc COS oc

Goz oninde tutyp sonky deillikden alarys

leri nola denlilin 2.5/

12.71

AXZ+2BX"y"+Cy"*F'=¢ 12.8/

Indi /2.8/ dDenlemedéki x" y"-in koffisenti nol bolar yaly oc burgy
saylalyn.

Diymek B'=0 bu yerden 2B cos oc =(Ac)sin o 2.9/

Eger-de A=C bolsa onda cosoc =0 ya-da «c= eger-de A#C bolsa
onda /2.8/ sag we ¢ep tarapyny cos2 oc bolmek bilen alarys

2B=(A-C)tg? o« Bu yerden oc-ni tapalyi o =% arctg A2 BC

oc-ni bu bahalarynda /2.9/ defik A'X?+c'y"?+F'=0 gorniisinde bolar
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Teorema susbut edildi.
| tertipli egrilerinn Kklafikasiyasy
[2.1/ denlemédnin uly ¢ilenelrinin A,B,C koefisentleri kordinat okyny
parallel goclirmede Gytgemin dine kordinata Gwriimde
oytgeyandigini subut edilen temadan gelip ¢ykyar.

Yéne AC-B?atilatma hig bir yagday-da 6ytgeméiin onikiligine
galyar. Beyle yagday bolsa onun kordnatalaryn {iytgemekligine
bagly dildigini gorkezydr. Hakykatdan-da seyledigini barlalyn. Onuni
licin bolsa-da yene-de 6nden belli deiliklerinden
A=Ac0s? oc +2Bcos oc +Csin? oc
C'=Asin® oc -Bsin oc c0s oc +CCOS' oc
B'=-Asin oc €0 oc +B(C0S? oc -sin® oc )+Csin oc COS oc
Onda A'C'-IZ:(QAcos2 oc +2Bsin?cos oc +Csin? ocz)'Z(Acosz oc -
2Bsin? oc +Csin® oc )-[(C-A) Sinoc dx+ B cos-sin]?

Skopkalarymyzy agyp yonekeylesdirenmizden sofira
A'C'-B'2-AC(cos? o +sin? oc )2 —B?(cos? oc +sin oc )>AC-B? alarys
Bu AC-B?ululyga ikinji tertipli egrinii AC-B? ululygyi alamatyna
baglylykda tertipli egriler ii¢c gérniisde bolinyar.

Eger

1. AC-B?>0
2. AC-B?<0
3. AC-B?=0

bolsa onda /2.1/ denlemé ikinji tertipli egrilerin degisli optik
Indi bolsa egrilerin diirli gorniiglerine garap gecelin. Munui
licin bolsa biz yene-de bize 6nden belli bolan anlamadan
peydalanarys. Yagny A'=Acos? oc +2Bcosoc sinoc +Csin? oc
C'=Asin’ oc -2Bsin oc c0s o« +Ccos? oc Ya-da
A=Acos’ oc (A+2Btg oc +ctg oc )
C'=sin? oc (A-Bctg?+Cctg oc )
LEliptik gorniis
Eger AC-B?>0 bolsa A' we C' it alamaty mefizes bolar bia A'>B we
c™>0diyip alalyn.
' 2

al A>0, ¢'0 we F'>0, onda % T § = lalarys bu bolsa elipsi

kanonik denlemesidir
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b/ eger A™>0, B'>0 we F'=0 boksa onda a®* +b%*=0 bolar
bu denlemini dile x=0, y=0 kordnat baslangyjynyn kordinatalary
kanagatlandyryar.
2. gorniis
Eger AC-B?<0 bolsa onda A>0we C diirli alamatly bolar onda biz
2
y

A'<0 we ¢'<0 bolsun onda % & =

1 bolar bu bolsa

giperbolanyn deiilemesidir.

c/A>0,C'<0 we F'<0 bolsun onda a®-b?y?=0 detilemiini alarys

ya-da (ax-by)(ax+by)=0 almak bolar.

Bu deiilleme bolsa 6zara kesigyan iki gonini kesgitleyir. Bu yagday-
22.PARABOLIK GORNUS.

Eger AC-B%=0 diysek onda A'=0 ya-da C'=0 bolsa onda subut edilen

temanyn esasynda ikinji tertipli egrinii umumy deflemesini

asakdaky gorniigde

AXZ+Cy"*+2Ey"*+2D'X"+F'=0 yazmak bolar.

Goy, A#0 bolsun onda onda yokardaky detileméiini seyle gorniisde

Aly*+ 2E y+ (Ejz ]+2Dx+F- F—2 =0 bu yerden

c’lc C y

FZ
F"= e yazmak bolar.

Kordinatalar baslangyjyny (0;-%) nokatlar boyunga Oy okun

parallel gbcliirip tize x'=x, y'=y+g kordinatalara gegip
Cy?+2Dx+F"=0 Indi bdlek asakdaky yagdaylara seredelin;
Goy D+#0 bolsun onda Cy'2+2D(X'+2F—D)=0 defileméni alarys

14 "

,0) nokad rip X'=x'+—
D ) nokadyna gecirip X"=X D

y'+y diysek onda sonky deiilemeden Cy"+2Dx"=0
denlleméni alarys ya-da y'=2-px" alarys
77
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Detlleme parobalanyil kanonik denlemesidir goy D=0 bolsun onda
Cy?+F"=0 defilemiini alarys.

14

F
=0° belld
C p

Eger-de C-in we F" alamatlary diirli bolsa onda

sonky defilemeden (y'-a)(y'+a)=0 alarys.
Alanan defileme bolsa 6zara iki parallel goni denlemesidir. Eger-de
C-ift we F" alamatlary mefizes bolsa onda y?+a*=0 defilemiini alarys.
Bu denlleméni hi¢ san nokady kordinatalary kanagatlandyryar
Sonun iigin bu denilemd iki hyyaly parallel goniiniii defilemesi
diyilyar. Seylelikde ikinji tertipli egrinii umumy
AX+2Bxy+Cy?2Dx+2Ey+F=0  kordinat sistemany ozgertme bilen
asakdaky sekiz gorniise getririler.
22 yZ
1. —+==
a

co~NO 01 N w
kﬁ\) ml\) <
<o |
|
O
N
Iy
o

.5\/6 V15

U(§+T) we (-2;%) nokatlary belli boln ellipsint kanonik

denllemesini yazmaly.

Coziilsi elipsin merekezinini kordnatala baslangyjynda fokuslaryn
bolsa absissa yatanlygy {icin gozlenyan elipsin deiilemesi asakdaky
, x> y? 5 6 5 .

yaly bolar: ¥+? =1. u(;.z)we N(-Z,?) nokatlaryn
kordinatalarny ellipsinn defilemesinde goyup a we b sanlary
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25 6
>+

il =
kesgitleyaris. 44a é6b Bu yerden a®=10, b®=1. a® we b?
—+—=1
a’  bb?
X2 y2
tapylan bahany ellipsinn defilemesine goyup alarys. E+T =1

2-nji mesele. 25x2+16y°=4225 elipsiii detileesi berlipdir onufi
oklarynyn uzynlyklaryny e fokuslarynynn kordmnatalarny tapmaly.
Clzilsi: iki ellipsin umumuy defilemesini kanonik gorniisde
2 2
yazalyh, —— +Y— —1. Bu erden a?=169. a=13, b?=25, b=5
169 25

Indi 2a-ni we 2b-bi tapmaly: 2a=26 we 2b=10 bolar.
Indi bolsa kordinatalaryni fokuslaryny kordinatalarny tapmalyn onun
licin c-ni tapalyn.
C*=a’-F=169-25=144
C%=144 Ya-da c=+12.
n-olcegli wektor ginisligi

Cyzykly denlemelerin  sistemalarynyn  umumy  nazaryetini
gurmak tiicin wektor gmisligi diisiinjesi zerurdyr.

Analitiki geometriyadan bell 1 bolusyna gord tekiZligin her bir
nokady (koordinatalar oklary belli bolanlarynda Ozinin ki sany
koordinatalary tekizligin her bir wektory bolsa Ozinini iki sany
kompatentalary hakyky sanlaryn iki sanysynyn tertiplisdirilen
sistemasy  bilen kesgitlenydndir.Suna  menizeslkde lic  Olcegh
giniglign her bir nokady Ozinii U¢ sany koordnatalary bilen
JOinislign  her bir wektory bolsa Ozinin ii¢ sany komponentalary
bilen kesgitlenyir.

Yone geometriyada ,mehanikada we fizkada ¢ sany
hakyky sanlaryn sistemasynynn berilmegi bilen doly kesgitlenmeyin
obyektler hem Owrenilydndirler.Mysal tg¢in {ic Olgegli ginislikde
sarlaryn toplumy Owrenilende saryn doly kesgitlenen bolmagy ii¢in
onun merkeznii koordinatalarynyn we radusynyn,yagny dort sany
hakyky sanlaryn tertiplesdirilen sistemasynynl berimegi zerurdyr.
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Bu mysaldan gorniisi yaly n sany hakyky sanlaryn @hli miimkin
bolan tertiplesdirilen sistemalarynyiidwrenilmegi dhmiyeti eyedir.
N sany sanlaryn tertiplesdirilen oa=(aja,...an) (1)

sistemasyna n-olgegli wektor diyilyarf Bu yagdayda a;,1=1,2,. . . , n
sanlara o wektoryn kompanentalary diyilip aydylyar.Eger-de o bilen
n -olgegli B =(bg by ... Dby) (2) wektoryn degisli

kompanentalary defi bolsalar bu iki wektorlaryn 6zleri hem denl hasap
edilyérler.
Q) we (2) wektorlarynn jemi diyilip her bir kompanentasy olaryn
degisli komponentalarynyni jemmne deni bolan
otf :(a1+b1 ,axtby ... an+bn) (3)
wektora aydylyar. Wektorlary gosmak amalynynn orungalsyrma we
utgasdyrma hisiyetlerine eyedigi bu kesgitlemeden goriinyandir.
Nul wektor diyilyan 0=(0,0,...0 4)
wektorlar gosulanda nulynn ornyny tutyandyr.
Hakykydan hem

at+0=(a; +0,a, +0, ... a,+t0)=( a1, az, ... an)=a
Al wektorya garsylykly diyilip
-o=(-a1,-az,...-an) (5)

wektora aydylyar.o+(-a)=0 denlk ayandyr. Seyle hem gosmak
amalyna ters ayyrmak amalynynbaradygy hem ansatlyk bilen
gorkezilip biliner.Hakykyatdan hem (1) we (2) wektorlaryn tapawudy
bolup

a-B=a+(-B) wektor ,yagny

OL-B:( al-bl az-bz ... dpn fbn) (6)

wektor hyzmat eder.
o wektorynl k sany kopeltmek hasyly diyilip

ko=(ka;, ka, ...k a,) (7)
wektora aydylyar. Bu kesgitlemeden k(o + B)=ka = kB (8),
(k+No=ka £ 1o (9)

K(lo)=(kl o (10)
1*a=a (11)
0*a=0 (12)
(-1)o=-a (13)
k*0=0 14)
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