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Giris
XXI — asyrda Tiirkmenistanynn Altyn asyra {istlinlikli barmagyn mohiim
sertlerinin  biri hem tehnikany Osdiirmek we Ondebaryjy tehnologoyalary
ornasdyrmakdan ybarat. Su maksat bilen yurdumyzda 2020—njy yyla dowiir {i¢in
ylmy-tehniki we tehnologiki 6siisin Maksatnamasy islenip diiziildi.

Yurdumyzyti Prezideti bu ugurdaky syyasaty yokary halkara derejesindéki
tehnologiyalaryn  gazananlarynyn Oniimgilige ornasdyrmagyny we 0z
tehnologiyalarymyzyn 0sdiirilmegini talap edydér.

Geljekde 2020-njy yyla ¢enli ylym tarapyndan c¢oziilmeli meseleler
ykdysady binyady 0Osdiirmegin eseasynda halkyn hal-yagdayynyn yokary
derejesini iipjlin etmige goniikdirilen durmus syyasatyndan gelip ¢ykyar.

Onde goylan maksada layyklykda yurdumyzda ylmy-tehniki syyasat su
esaslardan amala agyrylar:
- Yurdumyzyn ykdysadyyetiniii esasy pudaklarynda diinyd ylmyn we
tejribesinin gazananlaryny ginden ulanmak;
- Yurdumyzyn ylmy tehniki miimkingilikleriniii esasynda gegirilyén
diiypli we amaly barlaglaryn netijesini calt depginler bilen Oniingilige
ornagdyrmak.

Ylymy- tehniki taydan Osiis maksatnamasyny diirmusa gegirmek
asakdaky esasy wezipelerin ¢oziilmegini talap edyér:
- Ylymy miimkingiliklerin ykdysadyyeti we durmus pudaklaryny
Osdiirmegin ileri tutulyan ugrularyndan jemlenmegi, Tirkmenistanyn yerli
sertlerini we ayratynlyklaryny g6z oOnilinde tutup pudaklarynyn anyk
wezipelerinin ¢oziilmegini;
- Yokary okuw jaylarynda ylmy- guminitar barlaglaryn osdiirlendiginin,
ylmy miimkingiliklerinifi doly ulanmagyny;
- Tiirkmenistanynn ykdysadyyetiniii batly Osiisini {ipjiin etmek we onuil 6nde
baryjy tehnologiyalar boyunca maglumat esasynda doretmek ii¢in diinyadaki

gazanylan in tdze zatlaryn ginde ulanylmagy



- Ylmy tehnika we onde baryjy tehnologoya babatynda dasary yurtda we
halkara guramlar bilen hyzmatdaslygy gineltmegi;

- Tirkmenistanyn yokary derejede 0Osen diinyewi demokratik dowlete
owiirmek barada onde goylan wezipeleri ¢6zmége ukyply, Tiirkmenistanyn
Prezidentine jany- teni bilen hyzmat etmige tayar yokary hiinérli isgérleri
tayarlamak.

Garassyzlygyn vyyllary i¢inde ylmy-tehniki ugurda ylmy dolandyrmagyn
diiziimini kdmillesdirméige, yurdun sosial-ykdysady Osilisinii mohiim, ileri
tutulyan wezipeleri ¢c6zmége ylmy edaralary ugrukdyrmaga gonikdirilen guniiur
ozgerisler boldy.

Hormatly Prezidentimiz ~Gurbanguly Berdimuhammedow yas nesle
diinyd derejesinde bilim bermek, hiindr éwretmek barada alada edyir, bilim
1sgérlerine bu babatda anyk gorkezmeler, tabsyryklar beryér.

Beyik galkynyslar zamanamyzda moéhiim sertleriniii biri hem, tehnikany
osdiirmek we ondebaryjy tehnologiyalary ornasdyrmakdan ybaratdyr. Su
maksat bilen yurdumyzda 2010-2020 njy yyla ¢enli dowiir ti¢in ylmy — tehniki
we tehnologiki 0siisin maksatnamasy islenilip diiziildi.

Bize hézirki zaman tehniki enjamlaryndan, kompyuterlerden bas ¢ykaryan
vaglary tayarlamak gerekdir” diyip adalatly bellenyar. Bu meseldni ¢6zmekde
vaslara kompyuter tilsimatynyn esaslaryny Owretmegin dhmiyeti uludyr.
Hormatly perezidentimizin talaplary esasynda bizin institutymyzda okuw
maksatnamalary diiziilende talyplaryn oniimgilikde wajyp meseleleri cozmeklige
cekilmeleri olaryn tdze tilsimat taslamalary diizmekligi, diinydde gazanan
tilsimat netijeleri oniimgilige ornasdyrmaklyga gatnagsmagy, bazar gatnagyklary
sertlerde Onilimgiligi gurnamaklygy we yoretmegi basarmagy goz Onilinde

tutuldy.

Seylelikde, geljekki hiindrmenler okuwda alan bilimlerini durmusda
ulanmak ukybyna eye bolarlar. Institutyn ucgurymlaryna seyle basarnygy
toplamak ti¢in, hormatly Prezidentimizin belleysi yaly, olaryn tlirkmen

ykdysadyyetinin Osiisini bizin milli baylyklarymyz bolan nebitin, gazyn,



pagtanyn we beyleki onilimlerin gymmatyny, olaryn diinya bazaryndaky ornuny
bilmekleri gerek. Talyplar bilen gecirilydn sapaklar bu gymmatlyklar barada
ginisleyin disiinjeler berer.

Halk hojalygynyn pudaklary iicin i tdze tilsimaty gozlemekde we
oniimgilige ornasdyrmakda komek bermek tlicin Diinya ylym, bilim, habar beris
torynynt kdmegi bilen institutynn mugallymlary we talyplary bilim ulgamyndaky
diinya iliinlerine gabat gelydn okuw, ylmy barlag islerinin gurnalysy, hazirki
zaman bilim tilsimatyny, bilim ulgamynda o6ndebaryjy tejribdni Owrenyarler.
Institutymyzda hiindr 6wrediligsini hasaba almak bilen nebit we gaz, himiya
senagatyndaky, gurlusykdaky,energetikadaky tidze tilsimatlar we enjamlar,
kompyuter tilsimaty ulgamyndaky, ykdysadyyetdiki tize isldp tayyarlamalar
boyung¢a maglumatlar toplamak isleri alnyp barylyar.

Bu ulgamyin maglumatlarynyii esasynda institutda hiindrmenleri
tayyarlamagyn esasy ugurlary boyunca elektron maglumat banklary doredildi,
kitapca gorniisinde nesir edilip, olar talyplaryn we mugallymlaryn hyzmatynda
goyuldy.

Senagatynn her bir pudagynyn ugry babatda diinydninn gazananlaryny,
tejribesini Owrenmek, tize tilsimaty oniimgilige ornasdyrmak, tiirkmeniii Altyn
asyrdaky inZenerlerii orny bilen baglanysykly soraglar biziii talyplarymyzyn
arasynda uly gyzyklanma doredyar. Hormatly Prezidentimizin ylmy tézege
guramak baradaky gorkezmelerinden ugur alyp, ylmy miimkingilikleri,
talyplaryn ylma bolan hyjuwlaryny g6z onilinde tutup, kafedralaryn kopiisinde
ylmy toparlar doredildi. Bu toparlar Tirkmenistanynn sertlerinde tehnika we
tilsimaty bilen baglanysykly ylmy barlaglaryin yollaryny anyklamaga komek
edyar.
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Kosinini formulasy.
1. Kosinin formulasy. Ortalyk baha barada teorema.

Teorema 1. Goy, analitiki kdp baglansykly meydanda f(z) funksiya berlen
bolsun we Q=G kibir meydany céklendirydn diizliji ya-da yonkey | kontur
berlen bolsun. Onda @ meydana degisli islendik i¢ki z nokat iigin Kosinin
formulasy dogrudyr.

1 1©)
Ozl o

Subudy. © meydandan merkezi z nokatda bolan » radiusly toweregi yok
edelin. Alnan  Q* meydanda integral asty funksiyanyn sanawjysy we
maydalawjysy ¢ degislilikde analitiki, maydalawjy hi¢ wagt nola éwriilmeyar.
Sonun ig¢in integral astynadaky funksiya Q* meydanda analitiki. Kosinin
teoremasy boyunca kop baglansykly meydandan alarys

f f(O)d
Ig(é“;dg J (é“)é’ _o,

Ir

Bu yerde I, - r radiusyn toweregi, ¢yzyk towerek sagat dikinin ugry
boyunca aylanyandygyny gorkezyar. (1) integralyn hisiyetini hasaba alyp
indikini alarys,

(1O 1)de
(-2 =5 @)

r

I towerekde ¢ —z=re!?, we d¢ = jre’de denlemeler dogry. Onda

f(z)d¢  f(z) ¢ jre’’de
2721_{ i 2 e = f(2). (3)
(2) we (3) formulalardan indiki gelip ¢ykyar
f(Odd ¢ f(O)-1@)
o] s f(z)‘zﬂj{ RO



(4) denleminin sag tarapyny modul boyunga bahalandyralyii:

1 [LE-1@

24 ¢- maX\f(é“)—f(Z)\——max\f(é“)—f(Z)\

Q meydanda f(z) funksiya iizniiksiz bolany {i¢in, r -0 bolanda
max|f (£) - f(z)] > 0. dendir. Yone (4) deilemdnii ¢ep tarapy r bagly dal,
II'

sonun li¢in

Zm -1
Kosinin formulasy analitiki funksiyanyn esasy hésiyetlerinii birini
gurnayar. Formuladan gériisi yaly | konturda f(z) analitiki funksiyany bilip, sol
kontur bilen cdklenen Q meydanyn islendik nokadynda onun  bahasyny
kesgitldp bolyar. Eger z merkezi nokatly R radiusly towerek gorniisinde | kontur
berilse , onda ¢ -z =Re!” we (1) formula indiki gorniise geler.

1 2r j
f(z):g_([f(erRe “Ydg (5)
ya-da

f(2) =$ [ f(&)ds.

(5) formula orta bahanyn formulasy diyilyar we toweregin merkezinde f(z)
funksiyanyn analitiki bahasy onun towerekdéki orta arifmetiki bahasyna den.

2. Parametrlere bagly integrallar.

Goy, f(z,¢)funksiya z we ¢ kompleks tiytgeyjilerin funksiyalary bolsun. Bu
funksiya G meydana degisli z liytgeyjinin bahasy li¢in we | kese degislu bolan¢
liytgeyji ticin kesgitlenen. G meydanyn we | kesénin yerlesisi diirli bolup bilyar.
Asakdaky integrala seredelin:

If(z,;’)d( (6)

Eger f(z,¢)funksiya z boyunga iizniiksiz bolsa hem-de zeG we (el
bahalar licin ¢ ¢éklendirlen bolsa , onda bu integral bar we kébir z funksiyany
kesgitleyar:



F(2)= f(z.£)d¢.

Indiki teoremalarda seredilydn parametre bagly bolan integrallaryn
hisiyetlerini subutsyz getireris.
Teorema 2. Eger f(z,¢) funksiya zeG we ¢ el islendik bahalar {i¢in z

we ¢ kompleks liytgeyjileriii lizniiksiz funksiyalary bolsalar, onda (6) integral G
meydanda z tiytgeyjinin lizniiksiz funksiyasy bolup duryar.

lim j f(2,£)d¢ = j f(20,4)d¢ )

-7,

Teorema 3. Goy, f(z,¢)G meydanda ¢ el bahada z analitiki funksiya
bolsun. f(z,¢) funksiya we onun z boyunga oniimi Z—]; zeG we ¢ elislendik
bahalar tlicin z we ¢ kompleks iki lytgeyjilerin iizniiksiz funksiyalary bolup
duryar. F(2) ZI f(z,£)d funksiya G meydanda z analitiki funksiya bolup

|

duryar, F’(z) 6niim antegral asty hasaplama arkaly hasaplanyp bilner.
: of (z,£)
Fi@)=[=—=2ds. ®)
I

Getirlen teoremalar (6) integraly hakyky ftytgeyjili funksiyalar we bu
integrallaryn  hésiyetlerinin  ulanylmagynyn parametrlerine bagly bolan
integrallara denillemek arkaly subut edilip bilner.

3. Yokary tertipli oniimler.

Eger f(z) funksiya G meydanda analitiki funksiya bolsa onda ol bu meydanda
yokary tertipli 6niime eyedir.

Teorema 4. Eger f(z) funksiya G meydanda analitiki bolsa we G meydanda
yvapyk bolsa , onda ol G meydanyn her bir nokadynda &hli tertipli 6niimlere eye
bolar. n-nji 6niim hem su asakdaky formula bilen berilyér.

my_ N f(g)dd
@)=l oy ©)

bu yerde | — polozitel ugurda gidyan G meydanyn aragégi.

Subudy. Matematiki induksiya metody arkaly subudyny getirelin.

(9) formula n=1 bolanda hakykydyr. Nokat z<G bolsun. f(z) funksiya G
meydanda analitiki we {izniiksiz bolany ii¢in, Kosiniii formulasy we onlimin
kesgitlemesinden peydalanyp alarys

U i J(Z+AZ)—f(2) 1 (. 1 1 1 B
Hz)= IAILQ Az - 27zj IAIZII(] Az-ﬂg—z—Az (—z}f(g)dg_
f
Ilmf ) _4¢

Az—>0|(é/ Z~— AZ)(C Z)



Integralyn astyndaky 2 fg;(g 3 funksiya, eger zeG we (el

bolsa Az we ¢ iytgeyjilerin {izniiksiz funksiyasy bolup duryar. Integralyn
belgisi bilen predele gecilende
, 1 f
(- Z)
n=1 {i¢in (9) formula subut edlldl. (9) formula k tertipli 6niim {i¢in hakyky
diyip hasaplalynt we ol k+1 tertipli 6niim iicin hakyky bolar.
(k) _f
f(k+1)(z) — Ilm f (Z +AZ) f (AZ) _
Az—0 Az

1 1
272_] I!Hg AZ J‘|:(é/ 7 — AZ)(kJrl) (éf )(k+1):| (g)dé/:

(¢ -2 =g~ - (k+ D¢ - ) Az+o(Az)]}f ;
J‘{ (é’_Z_AZ)kH(é/_Z)kJrl (é/) é/

2711 IA"L] Az

Integral astyndaky funksiya Az we ¢ iytgeyjilerin iizniiksiz funksiyalary
bolup duryar. Integralyn belgisi arkaly predele gecip bolyar.
f(k+1)(Z)=(k+_1)!j f(é/)k _d¢.
272] | (g - Z) "
n=k ti¢in (9) formulany hakyky diyip kabul etsek , onda onun n=k+1 ii¢in
hakykylygy subut edildi diysek bolyar. Yokarda n=1 ii¢in (9) formula subut
edildi. Bu yerden hem islendik n ii¢in (9) formula hakyky bolyar.

(9) formuladan Kosininn deinisizligini alyarys. Asakdaky belgilenméni
girizelin: M=max [f(z)|; R- z nokatdan G meydanyn ¢égine ¢enli aralyk, s- G
meydanyn | aracdginiii uzynlygy. Modul boyunca (9) denligin iki tarapyny hem
bahalandyryp, alarys

I
@)= fe)c | vt
(€ -2)™|" 2R
(10) formula Kosinin densizligi bolyar.

Eger f(z) funksiya R radiusly meydanda analitiki bolsa onda R radiuly
towerek hokmiinde G meydany kabul etsek toweregin merkezinde bolan z nokat

licin alarys
| |
‘f(”)(z)‘g n.l\/|27le _ n'M
27Z_Rn+ RI’I

(11) densizlik towerekleyin  meydan {icin Kosinin densizligini
hisiyetlendiryar.

(10)

(11)



4. Morerin teoremasy.

Analitiki funksiyanyn islendik tertipli Ooniiminini bardygy baradaky 4-nji
teoremany ulanyp Kosiniil esasy teoremasyna ters bolan teoremany subut edelin.

Teorema 5. Eger baglansykly G meydanda f(z) funksiya tlizniiksiz bolsa we
G meydana degisli bolan islendik yapyk 1 kontur boyunca bu funksiyanyn
integraly nola den bolsa onda f(z) funksiya G meydanda analitikdir.

Subudy. Yokarda gorkezilsi yaly teoremanyii serti YVerine Vetende

F(z) = _[ f(£)dS integral z funksiyanyn analitiki funksiyasy bolup duryar. Bu
yagdayda F'(z)= f(z). Onki teorema degislilikde funksiyanyii ikinji &niimi
hem bar: F(z):F"(z) = f'(z). Seylelikde f(z) funksiya G meydanda analitiki.

Funksional hatarlar.
Sanly we funksional hatarlar.

1. Sanly kompleks hatarlar.
Sanly kompleks hatarlar diylip indikilere aydylyar:

2.2 (1)

N
bu yerde z,=an+jb, — kompleks sanlar. S =z +..+z, =Yz, jem hataryi

n=1
bolekleyin jemi diyilip aydylyar.
Eger (1) bolekleyin jem yzygiderliginin predeli bar bolsa:
lim Sy =S )

N—
Bu yagdayda S hataryii jemi bolyar.
Z, kompleks sanlaryn a, we b, maddy we hyyaly boleklerinden duran
hatara seredelin:

Sa, we b, (3)
n=1 n=1

(1) hatar dine (3) hatara yygnanyar eger, dine ian =S,, i . =S,, S= i
n=1 n=1 n=1

Zn = Sl + JSZ

(1) hataryn yygnanmagy tg¢in islendik &>0 {icin ¢ bagly bolan biitin
polozitel N san gerek, dhli n>N we islendik m sna {i¢in densizlik yerine yetmeli.

n+m

| Doz |<e

k=n+1



hatarlar yonekey sanly hatarlar bolup duryar, we bu hatarlaryn
yygnanmagy Ulicin matematiki analizden sanly hatarlaryn gabat gelmeklerinin
alamatlaryny ulanyp bolyar. polozitel hatarlaryn gabat gelmeklerinii
alamatlarynyn birini mysal edip getireliii. PoloZitel hatar bolsun

> a,(a,>0) (4)
n=1
(2) hataryn yygnanmagy iicin su asakdaky kriteriyalar dogrudyr:

1. Dalamberiii nysany. B Eger |im % +1

n—oo n

hatar yygnanyar.  >1 bolanda hatar dargayar.
2. Kosinifi nysany. Eger |jm/a, =q bolsa, onda q<1 bolanda (4) hatar

n—oo

yygnanyar, >1 bolanda hatar dargayar.
a:rl_lj: p bolsa, onda p>1 bolanda (4)

n

=q bolsa, onda g<1 bolanda (4)

3. Raabenin nysany. Eger |im n(

n—o0

hatar yygnanyar, p<l bolanda hatar dargayar.

Eger z, moduldan diiziilen hatar yygnansa onda
D |z,| <o, (5)
n=1

(1) hatar absolyut yagnanyan hatar bolyar.

(3) hataryn yygnanyandygyny barlamak ii¢in yokarda gorkezilen sanly
hatarlaryn  yygnanma nysanlaryndan ulanyp gecirip bolyar. Hataryn
yygnanmagy bilen absolyut yygnanmagynyn arasyndaky arabaglansygy

asakdaky teorema gurnayar.

Teorema.l. Eger (1) hatar absolyut yygnansa onda ol yygnanyar.
Subudy. Kosinin kriteriyasyna layyklykda (5) hataryn yygnanmagyndan,
islendik ¢ >0 we biitin polozitel m san {i¢in biitin polozitel M san bar, n>N {igin

n+m

2%

k=n+1

onun jemi §|zk|<g. defi. Yone
k=n+1

kriteriyasyna layyklykda (1) hatar yygnanyar.

< §|zk|<5, sonun li¢in Kosinin

k=n+1

2. Funksional hatarlar.

G meydanda {f,(z)} funksialaryn tiikeniksiz yzygiderligi kesgitlenen bolsun.
Funksional hatar diylip asakdaka aydylyar:

> 1, (6)

(3) funksional hatar G meydanda yygnanyar, eger islendik fiksirlenen z-de

(6) hatardan emele gelen sanly hatar gabat gelse.
{f.(2)} funksialaryn yzygiderliginin den derejeli Yygnanmagy diyen
diistinjani girizelin. {f (z)} funksialaryn yzygiderligine G meydanda f(z)



funksialarynn dent derejeli yygnanmagyna aydylyar. Onuil {icin G meydanda
f(2) - f,(2)| <& densizlik yerine yetmeli. {f,(z)} funksialaryii yzygiderliginifi den
derejeli yygnanmagynyn z kompleks iiytgeyjisinin hasiyetleri funksialaryn
yzygiderliginiii gabat gelmeginiii hésiyetleri bilen gabat gelyédr. Bu hésiyetleri
gorkezelin:

G meydanda den derejeli yygnanyan f(z) predel {f (z)} funksiyalaryn
lizniiksiz yzygiderligi bu meydanda iizniiksiz funksiya bolup duryar.

Eger {f ()} lizndksiz funksiyalaryn yzygiderligi | egride f(z) yygnanyan
bolsa onda asakdaky predel gatnasyk dogry bolyar:

lim [ f.(@3dz = [ im f.(2)dz = [ f (2)dz.
|

N—c | N— |
{f ()} funksiyanily yzygiderliginii defi derejeli yygnanmagy diyen
diisiinje hataryn deni derejeli yygnanmagy diyen diisiinje bilen baglansykly.
n=1
Yokarda gorkezilen hisiyetlere layyklykda defi derejeli yygnanyan hataryii jemi
G meydanda iizniiksiz funksiya bolup duryar. Kompleks liytgeyji funksiya {i¢in
indiki alamat dogrudyr:

4. Weyerstraassyi nysany.

Eger (6) funksional hatar i f (z2). G meydanda iam san hatarynyn a,>0
n=1 n=1

polozitel agzalary bilen mazorirlenyén bolsa , onda G meydanda |f, (z)| <a,
densizlik dogrudyr.

Weyerstrassyn teoremasy. Analitiki funksiyadan diiziilen hataryin jemi
hemige analitiki funksiya bolmayar. Indiki teorema haysy sertlerde hataryn jemi
analitiki funksiya bolyandygyny gorkezyar.

Teorema.2. f(z) funksiyadan diiziilen i f (z). hatar G meydanda analitiki

n=1
bolsun, her bir @ meydanda den derejeli yygnanyar. Bu yagdayda hataryn jemi
G meydanda analitiki funksiya bolup duryar.

Subudy. f(2)= i f (2. G meydanda yygnanyan hataryn funksiyasy
n=1

bolyandygy gorkezildi. I-yapyk kontur 6z iginde Q meydany saklayar.

Teoremanyn sertine layyklykda f,(z) G meydanda analitiki funksiya bolup

duryar. Kosini teoremasyna layyklykda Ifn(z)dz =0 alarys. Kosininl
|

formulasyny g6z oOniinde tutup i f (z). hataryn her bir agzalaryny

n=1
ignorirleyaris.



[f@dz=3[1,(2)dz=0

n=l |
Seylelikde f(z) — G meydanda iizniiksiz funksiya we integral islendik
yvapyk kontur boyunga nola den. Teorema 5 layyklykda f(z) funksiya bu
yagdayda G meydanda analitiki funksiya bolup duryar.

Kosi — Rimanyn serti.

z=10 nokatda f (z)=u+jv funksiyanyi onliminin bar bolmagynyn zerur we
yetrlik sertini berelin, seyle hem f (z) funksiyanyn analitik sertini berelin.

Teorema 1.
f (z)=u+jv funksiyanyn zo nokadyn kébir yaylasynda kesgitlenen bolup,bu
nokatda oniimin bolmagy zerur hem yeterlik bolar yaly:
1) u(x,y) we v(xy) funksiyalar X we y boyunca z=zo nokatda
differensirlenyén bolmaly;
2) =7 nokatda Kosi — Rimanyn serti yerine yetmeli:
du dv du dv )
dx_dywedy_ dx 2
Subutnama. Ilki bilen Kosi — Rimanyn sertinin zerurlygyny subut
edelin.Goy, f (z) funksiya z=z; nokatda 6niimi bar bolsun, seyle hem predel bar
bolsun,
Zo+Az) — f(z
) A%f( 0 A; f(z0) -
Bu predel Az-n nola ymtylmak usulyna bagly dildir. Goy Az=Ax bolsun,
onda
, _ulxo + Ax, o) + jv(xo + Ax, yo)] — [(wxo, ¥o) + jv(x0, ¥o)]
f(z0) = Alalcr—?o Ax

[u(_xo + Ax,y) — u(xg, yo)l + jlv(xo + Ax, yo) — v(x0, Yo)]

Ax JjAy

_du+_dv 4
“dx Jdx (%)

Goy,indi Az=jAy bolsun,onda
[u(x, ¥o + Ay) + jv(x0,¥0 + Ay)] — [u(x0, ¥0) + jv (X0, ¥o)]
jAy

f'(z0) = Al}llf_l}o

[uzxo,yo + Ay) —u x0,¥0)] +jlv(xo,¥0 + Ay) — v(x0,¥0)]

= lim —

Ay—0 ]Ay
_1(du+_dv>_dv du )
j\dy Vay) Tay T ay



Seyle hem (3)-nji predel Az-n nola ymtylma sertine bagly dildir,onda
hakyky we hyyaly boleklerini (4) we (5)-de denlép alarys:

du dv dv du
dx dy ©dx Cdy

Teoremanyn zerurlyk serti subut edildi.

Indi Kosi — Rimanyn yeterlik sertini subut edelin.

Goy,u(x,y) we v(x,y) funksiyalar x we y boyunga differensirlenyin bolsun
we Kosi — Rimanyn sertini kanagatlandyryan bolsun.Bu yagdayda f'(z) oniim
z=2, nokatda bar.

u(x,y) we v(x,y) funksiyalaryn differensirlenmeginden alarys:

du du
Aw = Au+]Av——Ax+—Ay+j<

W A)+ (A2),
g i x y |+ o0(Az

dx dy

bu yerde 0(Az) — tiikkeniksiz ki¢i bolup Az-e seredeninide yokary tertipli
ki¢idir.

AA—‘: gatnasyga seredelini:

du du dv dv
Aw dxAx+dyAy+]<dxAx+dyAy)+O(AZ)
Az Ax + jAy Az

Kosi — Riman serti boyunca alarys:

du dv dv du
Mw _ g — by + 5 (G hx + b )+0(AZ)_
Az Ax + jAy Az
u . .dv .
I BAx +jAy) + j o (Ax + jAy)  o(Az)
= , + :
Ax + jAy Az
Indi Az—0 predele gegelin:
Aw du dv

lim — = =w'(zy),

Az-0 Az dx tx dx

bu predel bardyr we Az—0 usulyna bagly déldir.Seylelik bilen Kosi —
Riman sertinin yeterlik serti yerine yetyar.
Kosi — Riman sertini ulanyp alarys:

,()_du_l__dv du du dv du dv_l_ dv 6
fz_dx ]dx dx ]dy dy jdy dy ]dx (6)



Subutsyz Kosi — Riman sertini f (z) funksiya ligin getirelin, eger z-
trigonometrik formada berilen bolsa.
Goy,

f(@) = flr(cosg + jsing)] = u(r, ) + jv(r, ¢).

Zo=ro (cos@otjsingp) nokatda Oonlimin bar bolmagy ii¢in asakdaky sertin
yerine yetmegi zerur we yeterlikdir:
1) u (r,p) we v (r,p) funksiyalar r we ¢ boyunga differensirlenyin
bolmaly;
2) Zp nokatda Kosi — Rimanyn serti asakdaky gorniisde yerine yetmeli;
du 1dv dv 1du
== - (7)
dr rde dr rde

1-nji mysal.
Funksiyanyn analitikligini kesgitlalin:
f(z2) = z? = x% —y2 + j2xy.

bu funksiya hakyky we hyyaly bolegi: u(x,y)=x>-y?, v(x,y)=2xy bolsun.u
we Vv funksiyalar x we y boyunca differensirlenydn bolsun,olarynn hususy
oniimleri:

du_2 dv_2 du_ ) dv_2
dx ~ Fay " May T TV T

Seylelikde,Kosi — Rimanyn serti z-kompleks tekizliginin @hli nokatlary
licin yerine yetmeli.Seylelikde,f (z)=z? funksiya kompleks tekizliginiii #hli
yerinde analitikdir.

2-nji mysal.

f (2)=|z|=r funksiyanyn analitikligini kesgitlemeli.
Bu funksiya ti¢in u(r,¢)=r, v(r,¢)=0 ligin 2—1: = 1,3—: = 0 hususy ontimleri

hasaplalyn.(7)-Kosi — Rimanyn serti yerine yetmeyér,onda f (z)=|z| analitik
daldir.



Il BAP

1. San matritsalary we olaryn iistiindéki amallar.

1.esasy diisiinjeler we Kesgitlemeler.
m-sany setirden we n-sany siitiinden ybarat bolan tablisa goniibur¢ly goniiburgly
matritsa diyip aydylyar. Matritsalar, umuman bas latyn harplary bilen
belgilenyar. Mysal {icin, A, B, C we s.m. harplar bilen belgilenyar.

aa,,...a,,

A= a, ay,...a,, _ I:ai/] (1)

Bu tablisada indekslerii 1-njisi setirii nomerini gorkenyar; indekslerin 2-
njisi bolsa, sol elementinyerlesyédn siitiininih nomerini gorkenyér. Mysal iigin,
aji-element, tablisanyn i-nji setirinin j-nji siitlininde yerlesyandir. Matritsanyn
a;(i=1m,j=ln)—clementleri hakyky ya-da kompleks sanlar sanlar bolup

bilerler.

Eger, matritsada m=n bolsa, yagny, matritsanyn setirlerinii sany bilen
siitlinlerinin sany den bolsa, onda bu matritsa kwadrat matritsa diyilip aydylyar.
Bu matritsa agakdaky gorniisde berilyar.

bl lbl2"'bln

— b2 1b22' . 'b2n

B = [bii ] )

Eger, 6lcegleri deni bolan 2-sany A we B - matritsalarda A-matritsanyn degisli
elementi B-matritsanyn degisli elementine defi bolsa, onda bu matritsalara 6zara
den matritsalar diylip aydylyar. Yagny, eger, A=[a;j], B=[bij]-matritsalar ii¢in,
(i =m; j=1,n)

a; =b,,

bolsa, ona



bolar.

Eger, A—laijJ- matritsanyn setirlerinini orny bilen, degislilikde siitiinlerinifi
ornuny calyssak, yagny, |a,| bolsa, onda alnan A"-[a,] matritsa A -a,]
matritsanyn transponirlenen matritsasy diylip aydylyar.

Kesgitlemeden gorniisi yaly, (1)-matritsanyn transponirlenen matritsasy.

gorniise eye bolar.
(3)-nji matritsadan gorniisi yaly, AT-matritsanyfi dlcegi (n*m)-e dendir.
Matritsalaryn iistiindaki algebraik operasiyalara seredip gegelin.

1°. Goy dlgegleri defi bolan A -[a,|we B -[a,] (i=,m:j=1.n) - matritsalar berlen
bolsun. Onda bu matritsalaryn jemi, ya-da tapawudy:

al 1a12"'a1n bl ]b12"'bln al] ibl 1a12ib12"'a1n ibln

a,,ay,...0,, +b21b22...b2n 3 a, tb,a,tbh,,.a, tb, —[a +b] @
- = I

+b,,..a,, b,

m2 —

C=AtB=

A,y b,.b a, tb a

mn ml~ m2***mn

2%, A=[ajj]-matritsany A-sana kopeltmek {igin, onufi her bir elementini
kopeltmelidir. Yagny:

Aa, Aa,,.. Aa,,

Aa,Aa,,.. Aa,,

C=i* A= ~[44,] )

(4)-we (5)-nji formulalardan gorsiimiz yaly, matritsany hemiselik sana
kopeldenimizde  matritsalary ~ biri-birinin distiine  gosanymyzdaya-da
ayyranymyzda, alnan C-matritsanyn Olgegi iytgemeydr, yagny sol (m*n)-
Olcegliligine galyar.



3% Iki sany matritsany biri-birine kdpeltmek ii¢in, kopeldilyin matritsalaryfi 1-
njisinin siitiinlerininn sany bilen kopeldilydn matritsalaryn 2-njisinii setirleriniii
sany denl bolmaly.

Yagny, eger A=|a,}(i=1,m;j=1n)we B=[p, | (i=1,m,;j=1n1,) matritsalar berlen
bolsa, onda bu matritsalary biri-birine kopeltmek ti¢in

n=m,=n
bolmaklygy hokmanydyr.
(n, #m, -bolan yagdayynda bu matritsalary biri-birine kopeldip bolmayar).
Onda:
z ayby, z alkka“‘Z alkb/m2
aay,.-ay, b, 'b12"'b'"z kj k? k:nl
% | 2192282, b, 1b22"'b2n2 ZazkbklzaZkka“'Z aZkbknz (6)

C=A4*B =| k= =1 k=1

n n n
Z a, by, Z amlkka - Z amlkbknz
=1 =1

(6)-njy formuladan gorniisi yaly, C:[c[/.l(izl,ml; j=Ln) matritsanyn Cij-
elementleri agakdaky gatnasyk boyunca kesgitlenyér:

C, = Zaikbkj,(i = M,] = E) (7)
pa

Yokardaky aydylanlardan seyle netija gelip bolyar.
(m1/n)-6lgegli A-matritsany (n*n,)-6lgegli B-matritsa kopeldenimizde, alnan C-
matritsanyn 6lgegi (m;*n,)-dendir.

Umumylygy berkitmek ii¢in asakdaky bir mysala seredip gegelin.

Mysal 1.
Goy asakdaky:

2 3 1 21
A= we B=
(5 1] (3 4 2}
Matritsalar berlen bolsun.

Bu matritsalary C=A*B-kopeltmek hasylyny tapmak talap edilydn bolsun.
Onda (6)-njy formula esasynda:



2 3Y1 2 1) (2:1+3:3 2:2+3:4 2:1+3.2)
5 1)\3 4 2) |5.1+1.3 5.2+1-4 5.1+1.2 |

B 2+9 4412 2+6 B 11 16 8
543 10+4 5+2) (8 14 7

Seylelikde:
11 16 8
C=
(8 14 7}
Kébir halatlarda matritsalaryin kopeltmek hasylyndan alnan matritsanyn

transponirlenen matritsasyny tapmak talap edilyar.
Asakdaky denligin dogrudygyny subut edip gorkezeliii:

(4-B)" =B"- 4" (8)
Goy, A -[a;] B -[a,|bolsun. Onda (7)-nji formula esasynda:

A-B:{Zaik-bkj}
k=1

Bolar. Onda (3)-formula esasynda:
(A'B)T = |:iajk 'bkii| (*)

A we B-matritsalaryn transponirlenen matritsasy:
T T
B = [bﬁ] we 4" = [aﬁ]-bolar.
Bu transponirlenen matritsalar tigin (7)-nji formulany ulanarys:

B"-A"= Zbki -a, (%)
o=

Gorslimiz yaly, (*) we (**)-formulalaryn sag taraplary dendir. Sonun tigin hem:

(4 B =B"- A"



1. Matritsalaryn hisiyetleri.

Matritsalaryn kébir hisiyetlerine seredip gegelin:
1° Matritsalary gosmak operasiyasy kommutatiw hisiyete eyedir:
A-B =B -4 (9)
2°. Matritsalary gosmak operasiyasy assosiatiw hiisiyete eyedir:
A+(B -C)= (4 -B)+C (10)

Su yokardaky seredilip gecilen matritsalaryn 1-nji we 2-nji hésiyetlerinden seyle
netija gelip bolar:

Eger birinji n-sany matritsa berlen bolsa, onda bu matritsalary islendik
tertipde, yagny tertibini Uiytgedip, yayyn ornuny liytgedip gosup bolyar.
3%, A=[ajj]-matritsa ligin seyle bir yeketdk X-matritsa bar bolsun:

A+X=4 (11)

Gatnasyk yerine yetyandir.

Bu matritsa nol matritsa diyilip aydylyar we onun dhli elementleri nola
dendir.

4%, Kibir A-matritsa {i¢in, seyle bir yeketidk Y-matritsa bar bolsun:
A+Y =0 (13)
Gatnagyk yerine yetyandir.
Bu Y-matritsanynl her bir elementi A-matritsanyn ters alamatly elementine

defidir. Yagny:

Y =|-a,|-bolar.



Kesqgitlemeden:

ay a4y, Ay —apy...—ay,
a,.a a a a a
21%22 2 21 22 2
+Y = ! " [ai].]+[ al]]:O
amlamZ' amn _aml - amZ' _amn

Bu yagdayda Y-matritsa A bilen bilelikde we A-matritsanyn ters matritsa diyilip
aydylyar.
Gorsiimiz yaly:

Olgegleri defi bolan 2-sany A we B — matritsalaryi tapawudy: A-B-diyip:
B+C=A gatnagygy kanagatlandyryan C-[cCjj]-matritsa aydylyar. Iki
matritsanyn tapawudy A we (-B)-matritsalaryn jemine dendir. Yagny:
C=A+(-B)

Hakykatdanda:
B+[A+(-B)|=B+[(-B)+ A]=[B+(-B)|+ A=0+ 4= 4

Seylelikde:
B+C=4
Bu bolsa talap edilydn gatnasykdyr.

5% a we b hemiselik sanlar hem-de A-matritsa iicin, asakdaky gatnasyk
adalatladyr:

a(b-A)=(a-b)-A=b(a-4) (15)



6% Olgegleri deit bolan A we B matritsalar hem-de a-hemiselik san {icin
asakdaky gatnagyk adalatlydyr:

a(A+B)=a-A+a-B (16)

7° a we b — hemiselik sanlar hem-de A-matritsa ii¢cin asakdaky gatnasyk
adalatlydyr:

(a+b)=a-A+b-4 (17)

8,_0. islendik matritsany 1-¢ kopeltmek ol yene-de sol onki matritsany beryar.
Yagny:

1-4=4 (18)

99 (my*n) — Slgegli A-matritsa we (n*n,)-6lgegli B-matritsa hem-de a-hemiselik
san licin asakdaky gatnasyk adalatlydyr:

a-(A-B)=(a-A)-B (19)
10°. Matritsalary kopeltmek operasiyasy assosiatiw hisiyete eyedir (matritsalary
kopeldeniiide yayyn ornuny erkin iiytgedip bolyar). Yagny:

A(BC)=(4B)C (20)

(bu hisiyeti yerine-yetirmek licin A-matritsanyn olcegi: mi*ni; B-matritsanyn
Olcegi N*ns-e den bolmalydyr).

11% n"n-6lgegli islendik kwadrat matritsalar {igin yeketik E-matritsa bar bolsun,
ol asakdaky gatnasygy kanagatlandyryandyr:

AE=EA (21)

Bu yokardaky (21)-nji denligi kanagatlandyryan E- matritsanyn bas
diagonalynda yerlesyan elementlerin dhlisi 1-e den bolup, galan &hli elementleri
nola dendir. Yagny:



(22)-gatnasyk boyunca berlen E-matritsa birlik matritsa diyilip aydylyar.

E-birlik matritsanyn skalyar matritsasy diyip, onun esasy bas diagonalynda
yerlesydn elementlerin dhlisi birmenzes elemente den bolup, galan &hli
elementleri nola defi bolan matritsa aydylyar. Yagny, asakdaky gorniisde berlen
matritsa E-birlik matritsanyn skalyar matritsasy diyilip aydylyar:

12° Matritsalary kopeltmek operasiyasy: matritsalary gosmak operasiyasyna
gora distributiwlik hésiyetine eyedir. Yagny:

(A4+B)-C=A4C+BC (24)
C(A+B)=CA+CB (25)

Matritsalaryii hisiyetinifi 4%-njisinden peydalanyp, kopeltmek operasiyasy
matritsalaryn ayyrmak operasiyasyna gord hem distributiwlik hésiyetini
saklayandyr. Yagny:

(A-B)C=4C—-BC (26)

C(A—B)=cA—cB (27)

13°% (my*np)-olgegli A-matritsa we (ni*n,) — olgegli B-matritsa hem-de A-
hemiselik san {i¢in, asakdaky gatnasyk yerine-yetyandir:

a(4B)=(cA)B= A(aB) (28)
Sy yokardaky aydylanlardan seyle bir sorag yiize ¢ykyar, “yagny matritsalary
kopeltmekoperasiyasy kommutatiw hédsiyete mahsusmy?” diyen soragpeyda

bolyar. Yok ol kommutatiw hisiyete eye daldir.
Hakykatdan-da, goy, asakdaky matritsalar berlen bolsun:

il

Onda



1-.2+2-3 1-1+2-2 8 5
3-2+4-3 3-1+4-2 18 11
2-1+1-3 2-2+1-4 5 8
B*A: =
3-142-3 3-2+2-4 9 14
Gorstimiz yaly:

A*B#B*4

Goy, asakdaky n*1-6lgegli X-matritsa berlen bolsun:

x=" |(29)

X

n

Onda bu X-matritsanyfi transponirlenen X'=-matritsasynyfi dlgegi (1*n)-e defi
bolar we ol asakdaky gorniise eye bolar:

X" =(xx,..x,) (30)

Seylelikde, bir siitlinli matritsany transponirldp bir setirli matritsany alarys. Bu
gornlisdaki matritsalara arifmetiki wektor diyilip aydylyar.

3. n-nji tertipli kesgitleyjiler.

(n*n)-6lgegli kwadrat matritsa seredelin:

Gorsiimiz yaly, bu matritsa n?-sany elementlerden ybaratdyr.



Kesgitleyji ligin asakdaky belgileyji girizelin:

ay, Q... a,

"= Z(_l)s+tai1j1aizj2"'ainjn (3)

................. ll_’Z“'In_

Bu yerde: S-san ii, I2,..., Ip-indekslerinkiden diiziilip orun iytgetmelerin
inwersiyalaryn  sany, t-bolsa ji, j2,...,Jn-indekslerin  istiinde gegirilen
inwersiyalaryil sany. Yagny:

S =i iypenri, ]
t =L jyseect,]

Kébir mysallara seredip gecelin:

MpysalNel
Asakdaky 2-nji tertipli kesgitleyjini hasaplalyii:
a4

0+0 0
=(-1)""aa,, +(-1) +1a12a21 =dy Ay —dpy Ay, (4)

Ay dy

MysalNo2.

Asakdaky 3-nji tertipli kesgitleyjini hasaplalyi:



al 1 a1 2 al 3

aZl a22 a’23 = (_1)0+0a11a'22a33 + (_1)0+2

2+0
a12a23a31 + (_l) a21a32a13 +
a31 a32 a33

0+3 2+3
+ (_1) Q385,84 + (_1)0+1a12a21a33 + (_1) Qy383,8;; = 8148,5,833 +8,,8,385, + 8,183,853 — 8;38,,85, —
Q13051033 = Ay3U33 — Ay33d)
Diymek:
a;; G, 4y

Ay Ay Ay3| = Ay 1AyAs3 +A100305, + Ay 3505 — Q3105505 — A1p05,033 — A)y305,d, (5)

as; dz; dz;

4. Kesgitleyjilerin hésiyetleri

1°% Eger, kwadrat matritsanyn setirleri bilen siitiinlerinifi ornuny ¢alyssak, onda
bu matritsalaryi kesgitleyjileri defidirler. Yagny, basga sozler bilen
aydanymyzda, kwadrat matritsanynn kesgitleyjisi bilen, omnia degisli bolan
transponirlenen matritsanyn kesgitleyjisi denidir:

Kesgitleyjiler dendirler:
D=A

2%, Eger, kesgitleyjinifi haysy hem bolsa bir setirinifi elementlerinifi #hlisi nola
denl bolsa, onda ol kesgitleyjinin 6zi hem nola den.

3% Eger kesgitleyjinifi islendik 2-sany setirinifi ornuny calyssak, onda alnan bu
kesgitleyji bilen basdaky berlen kesgitleyji bilen absalyut ululygy boyunca
defidirler, alamaty boyunca biri-birine tersdir. Yagny, asakdaky matritsalar
berlen bolsa



a4y a, a4 a,
a, 4ap a, Ay A a,
D=l A=
Ay Qpy. 4y a; dpn. 4,
anl anZ ann anl anZ ann

Onda, bu kesgitleyjiler {i¢in

4% Eger, kiibir matritsanyii haysy hem bolsa 2-sany setirlerinifi elementleri 6z
aralarynda biri-birleri bilen degislilikde den bolsalar, onda bu kesgitleyji nola
deni.

59, Eger-de, kesgitleyjinifi haysy hem bolsa bir setirinifi elementlerinifi umumy
kopeldijisi bar bolsa, onda bu umumy koépeldijini kesgitleyjiniii 6iiline ¢ykaryp

bolyar.
Hakykatdanda,

6°. Eger, kesgitleyjinifi haysy hem bolsa, 2-sany setiri dzaralarynda biri-birleri
bilen proporsional bolsalar, onda, bu kesgitleyji nola defidir. Bu hisiyet, 4° we
5%nji hisiyetlerden gelip ¢ykyar.

7°. Eger, kesgitleyjiniit haysy hem bolsa, bir i-nji setirinifi her bir elementi 2-
sany gosulyjy elementler gorniisinde berlen bolsalar, onda bu kesgitleyjini sol



bir 0Olgcegli 2-sany kesgitleyjinii jemi gorniisinde Ozgerdip bolyar. Bu
kesgitleyjilerin 1-njisinin i-nji setirinde gosulyjylaryn 1-nji elementi, 2-nji
kesgitleyjinin i-nji setirinde bolsa, gosulyjylaryn 2-nji elementi yerlesdirilendir.
Galan setirleriniii elementleri bolsa, basdaky berlen kesgitleyjinini elementlerine
dendir.

Hakykatdanda:

t
=8y g @y (=0 +Cy Dyt G By 4Gy = Z(‘l) 88,0y 4y )2y =
Jil2dn

a— t —_—
= ) (0 (B by -y 8y Gy ) =

i
= )0 @y by - + ) (D (@8,

bz bz

8°. Eger kesgitleyjinifi haysy hem bolsa bir setirini hemiselik sana kopeldip
degislilikde basga bir setirininn lstiine gosulsa, ol kesgitleyjinin bahasyny
tiytgedip bilmeyar.

Hakykatdan-da, goy, D-kesgitleyjinin k-nji setirini m-hemiselik sana
kopeldip i-nji setirinin iistiine gosalyi:



Q) e, a,| la, ap,.. a, a, Q.. a,

Ay tMay, Ay Y Mayy... 4y, TMA,| Ay ... 4y, Ay Gipeer Gy
A= el R F M| =D+mD,

Ay gy a,, Ay Ay Ay Ay 4y,

Ay Qg a, | la, a,.. a,, a, a,.. 4a,,

Kesgitleyjilerii 6°-njy hisiyetine gordi D;=0 (sebibi onunl 2-sany setirinifi
elementleri 6zaralarynda dendirler).
Seylelikde:
A=D1
8%.-nji hisiyetden seyle netije gelip ¢ykyar: yagny, kesgitleyjinii haysy hem
bolsa bir setiri basga bir setirinin ¢yzykly kombinasiyasy bolsa, onda ol
kesgitleyji nola dendir.
6. Minorlar we algebraik doldurgyclar.

Asakdaky berlen n-nji tertipli kwadrat kesgitleyja seredelin:

a,... a
Bu kesgitleyjide erkin k-njy setiri we k-njy siitliini (/<k<n)-alalyn. Bu

setirler bilen siitiinlerin kesismesinden emele gelen elementlerden k-njy tertipli

kesgitleyji diiziip bolyar. Ona A-kesgitleyjinin k-njy tertipli minory diyilip

aydylyar we ol M-harpy bilen belgilenyar. Galan beyleki elementlerinden (n-k)-

tertipli kesgitleyjini diiziip bolyar. Ona A-kesgitleyjinin doldurgy¢ minory

diyilip aydylyar we ol M harp bilen belgilenilyir.

Umumylygy berkitmek ii¢in, asakdaky bir mysala seredip gegelii:
Mysal: asakdaky kesgitleyjinin 2-nji we 4-nji setirleri t¢in A-kesgitleyjinin
minoryny we doldurgy¢ minoryny hasaplamaly:



Onda kesgitlemé gord, bu yagdayda 2-4-nji setirler we 1-3-nji siitiinler {i¢in A-
kesgitleyjiniit minory we doldurgy¢ minory asakdaky gorniise eye bolar.

Goy, aj-element A-kesgitleyjinin kébir elementi bolsun (gorniisi yaly, 1-nji
tertipli minor kesgitleyjinin elementidir.

Kesgitleyjinifi i-setiri bilen j-siitiininden diiziilen M- doldurgy¢ minoryna
seredelini. Eger-de bu doldurgy¢ minory (-1)"™I-hemiselik sana kopeltsek,
Onda:

A, ="M  Dbolar.

Ajj-ululyga kesgitleyjinin algebraik doldurgyjy diyilip aydylyar.
Umumylygy berkitmek ii¢in bir mysala seredip gegelii:

Mysal: asakdaky kesgitleyjinin Ay -algebraik doldurgyjyny tapmak talap edilyén
bolsun:

a4 a4
D=la, a,, ay
a3 Q3 A3
Onda kesgitleyja gora:
ap, 4

A21 = (_1)2+1

=—(a), a3 —as,-a,3)

a3, ds;

Teorema: islendik kesgitleyjinin sol kesgitleyjinin islendik setirinin ya-da
siitlinininl elementlerini ona degisli bolan algebraik doldurgyjyna kopeldip
jemlesek ol bagdaky
kesgitleyja dendir. Yagny, eger



Kesgitleyji berlen bolsa, onda:

in“"in

D=ay 4, +a,A,+..+a,d4,=> a4,  (6)
j=1

D=a A, +a, 4, +..+a,A,= Z;%Aq, @)

Teorema: eger n-nji tertipli kesgitleyjininn islendik setirinii elementlerini
degislilikde bagga bir setiriniii algebraik doldurgyjyna kopeldip jemlesek, ol
nola dendir. Yagny:

ayA; +a,A, +...+a,4,=0 i@=j) (8)

in“"jn

Hakykatdan-da:
Asakdaky kesgitleyja seredelin:

Bu A-kesgitleyjiden basga-da, asakdaky A-kesgitleyjé seredelin:



Gorslimiz yaly A-kesgitleyjinin j-nji setiri i-nji setiri bilen gabat gelyar.

Sonuii {igin hem, kesgitleyjilerifi 4°-nji hisiyetine gori

A=0
A-kesgitleyjinin 1-nj1 setiriniii algebraik doldurgyjyny Bijj-bilen belgildlin; A-
kesgitleyjinin 1-nji setirinin algebraik doldurgyjyny bolsa Ajj-bilen belgildlin.
A-kesgitleyji tigin (6)-njy formulany ulanalyn:

A=a,B,+a,B,+..+a,B, =0

in"" jn
A we A kesgitleyjiler Ozaralarynda biri-birleri bilen difie j-nji setiri boyunca
tapawutlanyarlar. Sonufi iicin hem,

A,=B,,A4,=B,..,4,=8B,

Seylelikde:

a,A4; +a,4;,+..+a,4, =0

in“"jn

Yokarda aydylanlardan basga-da, asakdaky gatnasyk dogrudyr:

ay A, +ay 4y +...+a,A4,=0 (9)



6. Kesgitleyjinin tertibini kemeltmek usulyndan peydalanyp
hasaplanysy

Kesgitleyjini haysy hem bolsa bir setiriniii ya-da siitliininiii elementleri boyunca
dargadyp, kesgitleyjinin tertibini kemeldip bolyar. Kabir mysallara seredip

gecelin:

1-nji mysal.

D W = =
w oA~ NN
- o ~ O
N = = W

bu kesgitleyjini 1-nj1 setir boyunc¢a dargadalyn:

2 41 141 121 12 4

D=1-(-)"4 0 1/+2-(-D"%3 0 2+0-(-1*3 4 1/+3-(-1)*3 4 0=
31 2 2 1 2 2 3 2 2 31

=(12+4-2-32)-2-(8+3-1-24)-3-(4+36-32-6)=—18+28 -6 =4

D=4

Bu kesgitleyjini 3-nji siitlin boyunga dargatsak hasaplama prosesi has
yonekeylesyar. Sebdbi, onun 1-nji we 3-nji elementleri nola deni. Bu yagny:

121 12 3 12 3 12 3
D=0-(-D"%3 4 1/+4-(-D**3 4 1+0-(-D)*>%1 2 1+1-(-D*31 2 1=
2 3 2 2 3 2 2 3 2 341
= 4(8+4+27-24-3-12)—(2+6+12-18-4-2) =4
D=4

Indi bolsa kesgitleyjini ticburcluk gorniise getirip (¢cozelin) hasaplalayii:

Eger kesgitleyjiniii bag diagonalynyn haysy hem bir tarapyndaky elementler
(diagonalyn asak ya-da yokary yiiziinji elementler) nola deni bolsa, onda bu
kesgitleyjini afsatlyk bilen hasaplap bolyar. Bu kesgitleyjd ii¢bur¢luk
formadaky kesgitleyji diyilip aydylyar.

Bu yagdayda kesgitleyji: bas diagonaldaky elementleriii kopeltmek hasylyna
dendir.

2-nji mysal. Asakdaky kesgitleyjini hasaplalyn:



Onda kesgitleyjiler 7%-hisiyetine gord, bu D-kesgitleyjini asakdaky gorniisde
ozgerdip bolyar:

l+a 1 1 1 a 0 0 0
1 1+b 1 1 1 1+6 1 1
D= + Formula
1 1 l4+c 1 1 1 1+c¢ 1
1 1 1 1+d 1 1 1 1+d

Bu kesgitleyjileritt 1-njisi iigin: kesgitleyjilerinn 8°-hisiyetinden peydalanarys,
yagny, 2-3-4-nji hisiyetlerinden 1-nji setiri ayyryp yazarys;
Kesgitleyjilerifi 2-njisi ii¢in bolsa, yene-de 7%-hisiyetden peydalanarys:

I T 1 If ja 0 O 0 a 0 O 0

0 b 0 O (1 1 1 1 0 b O 0
D: =+ +

0 0 ¢c O |1 T I+c 1 I 1 14¢ 1

0004 (|1 1 1 1+4d |1 1 1 1+d

Bu yokardaky kesgitleyjilerint 2-njisinini 1-nji setirinden umumy kopeldijisi a-y
dasyna ¢ykaralyn; kesgitleyjilerin 3-njisinden bolsa, 1-nji setirinden umumy
kopeldiji a-y we 2-nji setirinden umumy kopeldiji b-1 dagyna ¢ykaryp bolyar.
Onda:

1 0 O 0 1 0 O 0

1 1 1 1 0 1 0 0
D=bcd +a +ab

1 1 1+¢ 1 1 1 1+¢ 1

1 1 1 1+d 1 1 1 1+d



Bu kesgitleyjilerin 3-nji we 4-nji siitiinlerinden 2-nji siitiini ayyryp alarys:

1 0 0 O 1 0 0 O 1 0 0 O

1 1 0 0 01 0 o 01 0 o
D=bcd +a +ab +

11 ¢ O 1 1 ¢ 0 1 1 1

11 0 d 1 1 1 1+d 1 1 1 1+d

Bu kesgitleyjilerin ilkinji 2-sanysyny kesgitleyjilerin tigbur¢luk formasyndan
peydalanyp, sonky 3-njisinden bolsa 4-nji siitiininden 3-nji siitiinini ayyryp
alarys:

1
0
D =bcd +acd +ab<:-(1+d)+ab1
1

Q O o o

N A =)
Q B B O O

= bcd + acd + abc + abcd + abd = bcd + acd + abc + abd + abcd

7. Rekurent gatnasyklaryi iisti bilen kesgitleyjilerinn hasaplanysy

Kébir halatlarda kesgitleyjileri rekurent formulalaryn iisti bilen aiisat hasaplap
bolyar. Mysal {i¢i asakdaky kesgitleyjini hasaplalayii:

I a af.. q
2 n-1
V 1 a, a,.. a (*)
n
2 n-1
1 a, a,. a,

Bu kesgitleyja Wandermondyii kesgitleyjisi diyilyar. Bu kesgitleyjinin 1-nji
siitiinini (-a1)-e kopeldip 2-nji siitlininin Gstiine gosalyn.
Onda



Indi bolsa (*) Wandermondyn kesgitleyjisinin 2-nji siitlinini (-a;)-kopeldip 3-nji
siitlininin stiine gosalyn. Onda

-1 -1
1 0 0... ay 1 0 0... a;
1 _ 2 n-1 1 _ 2 _ n—1
p |l @-a a-aa.. a| |l a-a q (a,-a)... a;
= =
1 _ 2 n-1 1 _ ( _ ) n-1
a,—a, a,-—a,aq,.. a, a,—a, a,(a,—a).. a,

Indi bolsa (*)-Wandermondyn kesgitleyjisinii 3-nji siitiinini (-a;)-e kopeldip 4-
nji siitlininin tistiine gosalyii:

| O O R R 0
v 1 a,-a a,(a,-a). a22 (a, —a)... a;kz (a,—a) (**)
1 a, — al an (an - al) ai (an - al) a:zHZ (an al)

Gysgaga aydylanda (*)-Wandermondyn 1-nji Siitiinini (-a;)-¢ kopeldip 2-nji
slitlininin Ustline gosup; 2-nji siitiinini (-a1)-¢ kopeldip 3-nji siitlininin istiine
gosup; 3-nji siitiinini (-a;)-e kopeldip 4-nji siitiininin tstiine gosup we s.m. (N-



1)-nji siitlinini (-a1)-e kopeldip n-nji siitiininin {istiine gosup (**)-kesgitleyjini
alarys.

Bu Vy-kesgitleyjini 1-nji setiri boyunca dargadyp (Yagny tertibini kemeldip),
alarys:

-2
a,—a, a,(a,—a).. azn (a,—a,)
a.—a, a.(a,—a).. a"*(a.—a
p o Bl @) GG (e -a).Aa,-a) T,

a,—a, a/a,—a).. a'"(a,—a)

n n

(bu yerde Vp.1-kesgitleyji Wandermondyn ay, as, aa,...,an-elementlerden diiziilen
(n-1)-nji tertipli kesgitleyjisidir.

Vip-kesgitleyji iicin yerine yetirilen prosessi Vp.i-kesgitleyji iicin hem
gaytalap:

Vo =(a—a,)a,—a,)as —a,)..(a,—a,)*V,_,
Bu prosessi analittk usulda dowam etdirip; netijede Wandermondyn
kesgitleyjisi:
V,=(a,—a)a;—a).(a,—a)..(a;—a,)a, —a,)..(a,—a,)
Ya-da

V,= H(al —a;)

n>iyk>l1

8. Matritsanyn rangy. Ters matritsa we onun hésiyeti

Goy, n-0l¢egli kwadrat A-matritsa berlen bolsun. Bu matritsanyn k-sany
setirinden we Kk-sany siitiininden diiziilen k-nji tertipli minoryna seredelin.

Eger A-matritsanyn haysy hem bolsa bir r-nji tertipli minory nola den
bolman, galan (r+1)-nji tertipden baslan dhli minorlary nola deni bolsa, onda bu
r-sana A-matritsanyn rangy diyilip aydylyar we ol

r=rangA



matritsanyn @hli elementleri nola defi bolan yagdayynda rang nola deni bolup
bilydr, galan yagdaylarda ol noldan tapawutlydyr. Gorsiimiz yaly, kesgitleyjisi
nola dent bolmadyk kwadrat matritsanynl rangy onun 6l¢egine dendir. Yagny:

r=n

Teorema: eger A-matritsada nola den bolmadyk r-sany minory bar bolup, bu
minory gursap alan &hli (r+1)-nji tertipli minorlary nola den bolsa, onda bu
matritsanyn rangy nola dendir.

Matritsanyfi rangyny hasaplamak {¢in, “gursap alma” usulyndan
peydalanmak amatlydyr:

I1ki bilen nola dent bolmadyk r-nji tertipli minory tapmaly. Soiira bolsa, sol
minora birikdirip, gursap alan (k+1)-nji tertipli minorlary hasaplalayi. Soiira
gursap alan ahli (k+2)-nji tertipli minorlary hasaplamaly. Bu prosessi nola den
bolmadyk r-nji tertipli minor tapylyanga dowam etdirmelidir, ony ony gursap
(r+21)-nji tertipli minorlaryn dhlisi bolsa nola dendir. Nola deit bolmadyk sonky
minoryn r-nji tertibi bolsa, bu matritsanyil rangy bolar.

Asakdaky bir mysala seredip geceli:

Mysal: asakdaky matritsanyi rangyny hasaplamak talap edilyén bolsun:
I 12 -1

A=2 2 1 2
-1 -1 4 7

1-nji tertipli minor nola deni dél. Sebdbi /#0
Ony gursap alan 2-nji tertipli minor (A-matritsanyn ¢ep tarapynda yerlesen)
bolsa nola den. Sebébi

Bu yokarda gorkezilen 1-nji tertipli minory 2-nji setiri we 3-nji siitiini
gosalyn. Onda gursap alan minor:

2
=1-4=-3%0
2 1

Indi bolsa gursap alan 3-nji tertipli minory hasaplalayn:



Gorstimiz yaly A-matritsanyn 2-nji tertipli minory nola deni dél. Ony gursap alan
ahli 3-nji tertipli minorlar bolsa nola dei. Sonun iigin hem bu matritsanyn rangy:

112 -1
r=rangA=rang|2 2 1 2 =2
-1 -1 4 7

Kesgitleme:
(n*n)-olgegli A-kwadrat matritsa tigin:

A-A"'=4"-A=E (10)

Gatnasygy kanagatlandyryan Al-matritsa A-matritsanyf ters matritsasy diyilip
aydylyar. (bu yagdayda Al-matritsanyf 6lgegi hem n*n-defidir)

Kesgitleme:
Transponirlenen AT-matritsanyf algebraik doldurgyjyndan diiziilen A-matritsa,

basdaky berlen A-matritsa 6zara otnositel birikdirlen matritsa diyilip aydylyar:
yagny, eger

a, 4ap a, 4, A, A4,
a,, Q... a A N |
21 Ao 2 21 22 2
A= " lbolsa,ondaA = "
anl anZ ann Anl An2 . Ann

Teorema: eger, berlen n*n-Glgegli A-kwadrat matritsanyi ters matritsasy bar
bolsa, onda ol yeke-takdir.

Hakykatdan-da. (subudy)
Goy, A-matritsa {igin 2-sany A' we A;-ters matritsalar bar bolsun. Onda ters
matritsanyil kesgitlemesinden.

AA"' = AT"A=E; AA =A A=E;

Sonky gatnasygy ¢ep tarapdan iki gapdalyny hem A?-e kopeldelin:



A(44, )=A"' =E;
Ya-da
A7 (44, )=4" (*1)
Matritsalaryn hésiyetlerinden peydalanyp:
A4 )= (A" )4, =EA = 4, (*2)
(*1) we (*2)-formulalary 6zara denesdirip, alarys:
A =4

Kesgitleme:

Eger, kwadrat matritsanynn kesgitleyjisi nola denn bolsa, onda bu matritsa
ayratyn matritsa diyilip aydylyar. Tersine yagdayda bu matritsa ayratyn dal
matritsa diyilip aydylyar.

Teorema. (n*n)-olgegli A we B-kwadrat matritsalaryn kopeltmek hasylynyn
kesgitleyjisi bu matritsalaryn kesgitleyjilerininn kopeltmek hasylyna dendir.
Yagny:

[4B|=|4|3 (12)
Subudy.
Goy, (n*n)-olgegli A we B-matritsalar berlen bolsunlar:
ay Gy 4y, b by.. b,
A= Ay Ayyeee Gy, B— by, by... by,
Ay Ay Ay bnl bn2"‘ bnn

Bu yerde:



¢y =2 ayby(hj=1n) (13)

k=1

Bu matritsalaryin kopeltmek hasylynyn kesgitleyjisine seredelin.

n n n
Zalkbkl Zalkbkz--- ayby,
P P =1
ST Cln ) ) .
AB = Cop Cppeee Gy | ZaZkbkl Zayfbkz--- by,
= == =1 =1
cnl CnZ Cnn n n n
a,.by, a,.b;, a,.b,
= k=l =

Bu soriky kesgitleyjide: kesgitleyjiniti 7°-nji hisiyetinden peydalanyp hem-de
her bir setirin umumy kopeldijisini kesgitleyjinini 6nitine gecirip alarys:

ay, bk,l ay, bk12"' ayy, bkln n1 Ok2 bkln
4B = a2k1bk21 aZkZkaZ"' aZkzbkzn _ 1Pkt Orp2 bkzn
| | = Z = Z:alklazk2 el =
T - NS RPN Ry ke, e
a, b, a,b, A, b, by, b, bk,,n

bll b12 bln
b, b,,... b
|AB|: Z(_l)talklaZkz“‘ank" = 2
Kikyky, e,
bnl an bnn

Bu yerde: 1 =[kk,..k,]|

Asakdaky /B/-kesgitleyjini, yagny:

bll b12 bln
B= b21 b22‘” b2n
bnl an b/m

Kesgitleyjini jem belgisinin 6iiline gegirip we (3)-formuladan peydalanyp alarys:



[4B|=[B) 2.1 @y, ax, -a,, =|B| 4| =|4|8

kl.kZ"'kn

Teorema: (*).
Berlen (n*n)-6l¢egli A-kwadrat matritsa difie azan ddl matritsa (adaty) bolan
yagdayynda bu matritsanyfi ters matritsasy (A™1)-bardyr.

Subudy:
llki bilen A-matritsa bagly bolan A-matritsany dnzelin, hem-de ikisinin
kopeltmek hasylyny

A4 =|b,|.(G. ))=12,...n) (14)

Matritsalary biri-birine kopeltmek hasylynyn kesgitlemesinden peydalanalyn.
b, =a,4, +a,A4;,+..+a,A, (15)

in“~"jn

(6) we (8)-gatnasyklardan:

| |A|, hacandai = j
/ 0, hacandai +# j

|4 0.. 0
0 |4... 0
AA= =|4E
0 0 ‘A‘ (16)
Su usuly peydalanyp:
AA=|AE

Bolyandygyny subut edip gorkezip bolyar.
Serte gora:

|4#0

Sonun ii¢cin hem, sonky iki denligin iki tarapyny hem
L.
4]

kopeldip, alarys:

1 1
m(AA)_A(MA)_E



1 1
D= (g H=E

Bu alnan sonky gatnasyklar, berlen azan dél (adaty) A-matritsa iicin ona ters
bolan Al-matritsanyn bardygyny gorkezyir:

A,=1a an

E

Goy, onda (n*)-6lcegli A-matritsa azan (adaty dil) matritsa bolsun. Yagny
/A/=0 bolsun. Bu yagdayda, A-matritsanyfi A"l-ters matritsasy bar diyip kabul
edeliil. Onda kesgitleme esasynda

AA"' =E

Bolmaly. Yéne, bilsimiz Valy: /E/#0 Vagny E-matritsa azan dil (adaty)
matritsadyr.

Yokarda subut edilen (*)-teorema esasynda sotiky gatnasyk diie, A we A’l-
matritsalar azan dil (adaty) matritsalar bolan yagdayy ti¢in dogrudyr. Emma,
milim bolsy yaly, biz basda A-matritsany azan (adaty dil) matritsa diyip kabul
edip aldyk. Bu alnan gapma — garsylyk, azan amatritsanyn (adaty dail) ters
matritsasynyn yokdugyny subut edip gorkezyir.

Indi bolsa,

(4B)' =B"'4" (18)

Gatnagygyn dogrudygyny subut edip gorkezelin. (bu yerde A we B-matritsalar
den oOlgegli, (n*n)-olgegli kwadrat matritsalardyr.
Onun {icin bolsa,
(B'A"YABYB'A")=E

Gatnagygy subut edip gorkezmeli bolyarys:
Matritsalary kopeltmek hasylynyn assosistiw hédsiyetinden peydalanyp alarys:

(B'A"Y(AB)=B ' (A'AB=B'EB=B'B=E
(AB)YB'A™")—ABB)A' =AFA" =447 =E

Gorsiimiz yaly, (18)-gatnasyk adalatlydyr.
Kesgitleme:

(n*n)-ol¢egli A-kwadrat matritsanyfi biitin-otrisatel (-k)-derejesi diyip Al-
ters matritsanyn 6ziine k-gezek kopeldilmegine aydylyar: yagny

A'At AT
k

A =



Il BAP
Cyzykly ulgamyn durnuklylygy.

1. Bir agzaly ulgamyn durnuklylygy:
Differensal defilemelerin ¢yzyklyulgamyna seredelin.

% = diy ()%, + ..+ d,, (OX, + F, O =12,...,n) (1)

Bu yerde d, (t), f,(t) - yarym interwalda tiikeniksiz funksya [b <t(o]
Wektorly forma ulgamynda (1) denlleméni indiki goérniisde yazyp bolar:

dx
pra A)x+ () (2)

] Ta®ean®] . [ RO
X{xj’“t){am(o...am(t)}f(t){fn(t)}

Bir agzaly ulgam (2) ulgama baglylykda su gorniise eye bolyar.

Bu yerden

dx
— = A(t
m (OX (3)

Bu ulgam triwal x=0 ¢6zgiidinde bolyarondiirjilikli ¢6zgidin durnuklylygy
triwal ¢ozgiidinint durnuklylygy indiki teorema bilan baglydyr;

Teorema 1. Dirli bir agzaly ¢6zgddi c¢yzykly differensal deiilemelerin
durnukly hacanda triwal¢6zgiidi durnukly bolanda.

Subutnama. Ilki bilen teoremanyn sertlerini subut edelin. Goy triwal
cozgiidi x(t)=0 durnuklylygy bolsun. Bu bolsa € > 0 hemmesi ii¢in ¢ > 0

bolyar, diirli ¢ozgiitler licinx= {(t), t=ty —da denagramsyzlygy |[{(t,)|£S
kwantlanmayar, |{(t)|£e denagramsyzlygy t>to belgilenmeler ii¢in adalatly

bolyar.

Goy x = wy(t) — ondirjilikli ¢6zgidi bolsun. Onun durnuklylygny subut
edelin. X = o(t) isti bilen ondiirjilikli ¢6zgiidini kanagatlandyryan t=to
sertinde

lw(t,) —o(ty)| £6 (4)



X = y(t) durnuklylygyny aflatyan triwal ¢ozgldinii durnuklylyk giiyji
Hl//(to) - @(to)ng

Teoremanynn hokmanlylyk sertinin subutnamasyny yerini yetirilin. Goy
X=y(t) ¢ozgiidi dirnukly bolsun. Sonda triwal ¢6zgidinin durnuklylygny
gorkezelin. Durnukly ¢6zgide ¢(t) Ondirjilikli ¢6zgidi iicin t=tg — da
lw(t,) —o(t)|£6 denlemesinin kanagatlylygy t>to — da |w(t,) —¢(t)| defsizliginde
adalatly bolyar.

llew+vll-vo =lswllze ©)

Su subut edilenlerem teorema iicin mahsusdyr. Bizil indiki subut etmesiz
seretjek teoremamyz onuil ¢ozgidi bilen cédklendirilen durnukly bir agzaly
cyzykly sistemasy.

Teorema 2. Cyzykly sistemanyn differensal denilemesi durnuklydy haganda
onunl her bir ¢ozgidi t>tg licingdklenende. Egerde onunl herbir ¢6zgidi asimptit
durnukly bolsa bir agzaly ¢yzyky sistema differensal seilemede asimptotiki
durnuklylyk diyilip atlandyrylyar.

Teorema 3. Bir agzaly ¢yzykly ulgamyn differensal detileme asimptotiki
durnukly hacanda durnukli triwal ¢6zgidi bolanda.

Ucgiinji teoremada seredip:
1. asimptotiki ¢yzyky biragzaly durnukly bolan ulgam biitiinlikde durnukuly
bolanda.
2. Egerde biragzaly c¢yzykly deilemédnin asimptotiki denilemédnin i
bolmanda bir ¢ozgidi bolsa onda onda galan c¢ozgitlerem asimptotiki
durnuklydyr.

2.Biragzaly bolmadyk durnukly ulgam.

indiki seretjek teoremamyz durnukly bir agzaly bolmadyk ¢ozgiitde
differensal deiileme ulgamynda durnukly ¢ozgitde ¢yzykly bir agzaly ¢yzykly
ulgamyn arasynda aragatnasygy dikeltyar.
Teorema 4. Cyzykly bir agzaly sistemada differensal durnukly bolyar hacanda
bir agzaly deiilemesine gatnasanlarynda.

Subutnama. Teoremanyn yerlikli sertini subut edelin. Goy (3) bir agzaly
defileme durnukly bolsun. Bu vyagdayda (2) bir agzaly bolmadyk
deiilemaninemdurnukly bolmayandygy goriinydr, seyle hem onun diirli
cozgiitlerinde-de durnukly bolmayar.

Goy (2) ulgamyn kébir ¢ozgiidi X=y(t) bolsun. Onuni durnuklylygyny
barlalayn, [w(t)-e(t)] kadaly dirliligine seredelifi, bu yerde ¢(t) densiligi
kanagatlandyryan baslangy¢ ¢(to) —da (2) ulgamyn ki bir beyik ¢6zgiidi

() - o(ty)|<S  (6)
w(t)—o(t,) bir agzaly ulgamyin (2) deiilemede kd bir diirli ¢6zgilitlerinde bir
agzaly bolyar. Teoremanyn serti boyunca (3) bir agzaly deilemesi durnukly



bolyar. Seyle hem (6) detagramlylygy verine yetiryir, t>to hemmesi iigin
lv(t)—o(t)|£e densizlidi adalatly we X=wy(t) biagzaly bolmadyk ulgam
denilemesinde ¢ozgiidinini durnuklydygyny aiilatyar.

Teoremanyi analogiki hokmany sertini subut edilyér.

Hemiselik koyeffisentde ulgamyin c¢yzykly durnuklylygy: hemiselik
koyeffisentde differensal deiileméninn ¢yzykly biragzaly ulgamyn
durnuklylygyna seredelin.

dx
E )

Bu yerde { :1""' Zln} - hemiselik koyeffisentde kwadrat matrissasy. x = {:1} -

ntte nn n
nébelli funksyada wektpr siitiini.
Goy A,....,An — det (A-AE)=0 hisyetli denlemede diirli kokler, seyle hem

e1,...,6x elementar bolejiklerinde maksimal gorkezijistepen.

X = Zk: P.(t)e’i' (8)

Barlyk we birlik teoremasy.
1.Biragzaly denlemeler iicin barlyk we birli teoremasynyn ¢ozgiidi.

Teoremada gurnalan barlyk we birlik meselesininn ¢ozgidinde Kossinin
denilemeleri ii¢in
X' = f(t,X) 1)

Aydalyn f(t,x) funksya G yapyk oblasda X boyunga Lipssanyn sertinde
kanagatlansyn, egerde (t,X1), (t,X2) G yokary jiibiit nokadynda densizli adlatly

%) = (%) < Ljx )| ()

Bu yerde L=const — hemiselik Lipsisa.

X boyunga f=(t,X) fuksyasynyn densizlik sertinde Lipsisa sertinin
giiyclidigini goreris. x boyunga f=(t,X) fuksyasynyn densizliginden Lipsisa
sertini yerine yetirmeyar, adatca indiki teoremadan gornisi yaly egerde x
boyunga f=(t,X) Lipsisa sertini kanagatlandyryan bolsa x densizligine degisli.

Trorema 1. Egerde f(t,x) funksyasy t boyunca G oblastynda {izniksiz
bolsa we x iiytgemesinde Lipsisa sertini kanagatlandyryan bolsa t,x iiytgemesini
jeminde boyunga lizniksizdir.

Subutnama. f(t,x) funksyasyny artykmaglygyny seyle diizeris:

f(t+At, x+AX) — f (t,X) =[f (t+ At, x+ AX) — f (t, X+ AX) [+ [ f (t, x+ AX) — f (¢, X)]



Lipsisa sertini yzarlap, densizli yerine yetirilyar

| (t, X+ AX) — f(t, )| < L|Ax]
L|AX| <§ densizliginiil yerine yetirilmegi licin €>0 diirli sanlaryny AX edip saylap

bolyar. AX arkykmaglygyny sertendireris. Onda /At/<d sertinde adalatly bolmagy
tcin  (f,x) funksyasynyn demsizlik giliyjini t boyunca 6>0 sanlary bilen
belgilemek bolar.

|f@x+A@—meﬂs%

we sonunl bilen biyzygiderlikde
I (t,x+Ax)— F (&, %) <&
Kossinin baslangy¢ meselesinde barlyk webirlik teoremasyna gecelin.

Teorema 2. Goy f(t,x) funksyasy G yapyk oblastynda berilaen bolsun, t
boyunga lizniksiz we Lipsissit sertini kanagatlandyrsyn. Onda barbolan tg
nokadyny saklayan we (1) denligin yeketik ¢6zgidi baslangy¢ serlerini
kanagatlandyryan t osynda A seyle interwaly gérkezmek bolar

f(to) =Xo (3)

Subutnama. Dowam edelin, kossinin meselesinin ¢ozgidinde &£(t) = f (t&(t))
torzdeswosynda (1) deiiligin ¢6zgidine yiizlenydn X=(C (t) funksyasy bolyar. Bu
torzdeswony baslangy¢ serde integrirlaris;

E) =% +[ F(t.EMd)  (4)

Bu yagdayda Kossininh meselelerininn yokary ¢ozgidinde {(t) (4) integrirleme
deiilemesini kanagatlandyryar. Tersine (4) integrirleme denilemesinin {izniiksiz
cozgidinde (1) deiiligi we (3) baslangyc serlerini kanagatlandyryar. Hakykatda
(4) differensal denligini ¢ykys deiilikde seyle alarys

HOERICH0)
(4) denlikde t=ty goyup £(t,) = x, taparys (3) baslangyg serti kanagatlanyar.

Seyle yagdayda (4) integral denilemesi (1) differensal deiilemesinde we (3)
baslangyc¢ sertinde ekwiwalentli bolyar.



Yokarda subut edilen teorema 1 f(t,x) funksyasy t,x argumentinii jemi
boyunca tlizniiksiz funksya bolyar.

(4) integral denleminin ¢ozgidini yzygiderli golaylama metody boyunca
kesgitlaris. O nokadynyn iisti bilen to,Xo koordinatlary bilen iki goni — bir burgly
+M koyeffisentli ¢yzygyny gecireris (surat 13). Beyleki bur¢laryny —M
koyeffisentli (goni BD we AC). ty nokadynyn saklayan t osynda bir-iki sany
[a,b] kesimlerini alarys. Seylelikde G oblastyna degisli bolan wertikal t=a we
t=b wektorlarynda AOB we DOC iicburclygy alarys. G oblastyna degisli bolan
nula golaylasma gorniisinde (4) denlik ¢ozgilidindin {izniiksiz Oniimiinde {(t)
funksyasyny alarys.

Surat 1.
4) denlleménin sag
tarapynda &(t) funksyasyna derek &,(t) funksyasyny goyup alarys.

B2 () =x0+§ £ (¢, & () at.
fo

i (t) grafiki funksyalarynyn
strihlenen oblastlarynydan ¢ykmayanlygy aydyn gorkezilen. Hakykatynda

t
1B (&) —xo| << [F (L E(t))|dt <M |E—1,),

G (b) funksyasynyn
grafigi goni ¢aklenmede AC we BD oblastynda yerlesdirilen.

1 (t) funksyasy (4) defileménin ¢ozgidine birinji golaylasmasy bolup
duryar. Cozgiidinin iknji golaylagsma hokmiinde sunu alarys

B (D =xo+ [(t, & (D) dL.

t
fs

L (t) funksyasy [a,b,] kesiminde kesgitlenen we indiki baha adalatly
bolyar: /{(t)-Xo/<M/t-ty/. Cozgiide golaylasma prosesini doam etmek bolyar. n —
golaylagmasy licin indiki alarys

!
Ea(f) = 2o+ \ [ (1, Ea-a (1)) dt,
1y



Indi bolsagykys predelinde bolan yzygiderlige seredelin

we (1) funksyasynyn predelinde (4) denleméinin
iskom ¢6zgidi bolyar. {& (1)} ¢ykys yzygiderliginde [a,b] kesiminde defidir.
Hakykatda eger bu bu yzygiderlikden hatara gecyér

()=t +I[E ) —& (t)]+[§a () =% (0]'*" oo +[En () —8ra @1,
£ (t) -da bolekleyin summa hatarynda bolyar.

S () + Zl [Eisa () =& (D). (6)
o=

(6) hatar denlemesinde gidyédnini gorkezdelin. (i(t) funksyasynda [a,b]
kesiminde tizniiksiz funksyasynda bolyar we sonuil ii¢in bu kesim céklenyar,
|&,(t)|<c. Analitiki yagdayynda |&,(t)| <c, onda |&,(t) - & (1) <|&, () + & (t) < 2c we

=

4
1B () —Ba (t) | =\ [F (6, & (00)—F (¢, Ba ()] dlt
to )

§IF(, &) —F (¢t & (D) de|

fa

alarys.
G oblasda &,(t) we &(t) funksyalary degisli bolyar,sonun tigin integraly
asagyndaky siiysmesi sag gapdaldaky Lipissin deiisizligine calysyp bolyar.

t
BO-u0<L]{1BO-80@|<xLli-6< ,
fo < 2L (b~ a) = 2m,

bu yerde m=L(b-a).
Analitiki seyle alarys;

<

t
IE,(I)—E;‘(!)':-_:;‘S [Ft, Es()—F(t, & (1)) | df

fo

<L

!
S '53 (1) v E.g “) idi || < 2emL (b —a) = 2cm?,
1y

K4 bir bahalarda sunu taparys. Seyle yagdayda funksyanal cilenlerin
hatarynda (6) san hatarlarynyn cilenlerinde moZorlanyar.

c+2c+2cm+2cm?+....F2cm+. ...



Indi bolsa, {(t) (4) integral denlemesinii kanagatlanmasyny gorelin.
Cozgide golaylasmada n — yazalyn

¢

& ll) =Xy 'i’s F, Ena () dE (7)

we n—oo predeline gecilin ((t) grafikli funksyasy strihlenen oblasda
t
degisli bolup duryar, onda integral diisiinjesi indiki gorniisi alar I f(t,&(t))dt

to

liytgeme bahasy.

’S/( EW) dt—§ F(t, &imi (0) dt | =

T ly

| ¢t
<L|{| H}—En~|(l))|dll.
| ts

£(t) funksyasynyn yzygiderlikde dendlgeglik giiyji gacyar.

VIEW) —Enr(0) | at

1Y

-~ 0

n—o0; yzygiderlikde
n—oo-de (7) denlik predeline gecip &£(e) = x, +jf(t) £(t) funksyasy (4)

deniligiii ¢ozgidinde lizniksiz bolyar.

Alynan ¢ozgidin yeketikdigini subut edelin. Subutnamany garsylyk
metodynda gegireris. Aydalyn, (4) integral denlemesinde £&(t) we w(t) iKi
cozgitli [a,b] kesimlerinde yerine yetireris. Siiysmesine baha berelini

| ¢
EO=v@O)=|V[FE, E@)—=Ft, v (1)) dl|<

!
<|VIF (& EO)—F b ()| dt

L1 (0) —p (0) ] dt| <

=< L ,md,_.pﬁ(t)-'(? ()| (b—a),

max r — || t | = l b — max | E .

Yonekey L(b-a)<l, sonuii iigin (8) defisizlik haganda &(t) =y (t) bolanda
(4) denleminin ¢ozgiidi yeketédk bolar.
Seyle bolanda, egerde f(t,x) funksyasyG oblasda yapyk lizniksiz bolsa we x
boyun¢it Lisissini serlerini kanagatlandyryan bolsa, t=to — Xo belgilenmesini
kabul edyén (1) denligin yeketdk ¢ozgidi bolyar.



1. Kadaly defilemeler ii¢in bar bolan we yeterlik ¢ozgiitli teorema.
Goy kadaly denilemer ulgamy bolan

=flt X ooy %) (=1, 2, ..o, 1), 9)
ya-da wektor formasynda bolan
=fit. %) (10)
Umumy ¢ozgiitde (9) G oblasda n funksyanyi jemi diyip atlandyrylyar.
= ¢ -..r ) (i=1,2, ..., n),

X1,.....Xn Uytgemeleri boyunga G oblada Lipsisten sertini f(t,xa,...,Xn)
funksyasy kanagatlanyar diyip aydalyn, egerde L>0 hemiselik sany bar bolsa,
onda diirli jiibiit nokatlar ti¢in (t,x1,...,Xn) We (t,X1,...,Xn) G bar bolan defisizlikde
yerine yetirilyar.

n

F@ X, ooy o) =F(f 21, ooy Z) <L X Ix—2] (11)

(=1

Teorema 3. (9) kadaly berilen bolsun, t boyunga fi(t,Xs,...,Xn) funksyasy
lizniiksiz we G oblastyn kd bir yereinde xji,...Xn boyunga Lipsisinn sertini
kanagatlandyrsyn. Onda barlyk we yeketik ¢ozgiitde.

xe=F () (i=1,2, ..., n)

(9) umumy nagyt sertinde ganagatlanyar

El (fo) = Xio (i=1, 2, ..., n, (12)

K4 bir A kesgidinde to nokadyny saklayar.

Iki sany kemgiligine seredelin:

1. tonokadyny saklayan A kesiminde bar bolan yeketik ¢ozgidini tasyklayar.
Ikinji yalnyslykdaky teorema 2 yerlesdirilen analogiki G oblastyn
merkezine ¢enli A kesim predelinde dowamly bolar.

2. Egerde f(t,x,...,.Xn) funksyasy G oblastynyn aydyn x; boyunca hsusy
onliminde ¢idklenmesi bolyar.

Adalatly baglansygyndan yzarlap

Pl ivovcs 2Y=Pll Risvisy, By

Q A 50 (=R vns XybB (a2
= 2 ,( XI+ (xl xl)dxl B + ("'n ”)) (xl_fl)!

iw=l

bu yerde 0<6<1.
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