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Giris

Hemiselik Bitaraplygyny alan Garagsyz yurdumyzyn bu
ginki yaglary téze eyyamyin tidze ugurlary bilen Altyn
asyrymyzy has-da giilletmeli. Bu bolsa bizin gadymy ruhy
koklerimizden sapak alyp, sol mirasy Osdiirip bilmek bagtyna
eye boldugymyzdyr.

“Ylym bilmekligin durmusy Ozgertmek, durmusy
kadmillesdirmek ukybyna yetmegidir. Sonuii iicinem bilimin
ylym ya-da déldigini bir zatdan anyklap bolar: ol durmusa tésir
edip, ony Ozgerdip, onuni hajatlaryny bitirip bilydrmi ya-da
yok? Eger bilyan bolsa, ol ylymdyr.”

In uly baylyk akyldyr. In uly gymmatlyk — ylymdyr.
Ylym — adamzada hemise gerek. Tirkmeni maksat-myradyna,
altyn yasaysyna yetirjek ylymdyr. Ylym yok yerde akyl
bolmaz. In giliy¢li gujur adamzada berlen akyldyr. Ylym dinie
ilinkini almak dél, oziinkini hem ayan etmekdir. Ylym
bilmekligin géni durmusa ¢ykyan, bilmekligin durmus bilen
yiizbe-yiiz bolyan pursatydyr. Ylym bilen baylyk yygnamak
pikiri bolmaz. Ylym bizin rysgalymyzy we ruhumyzy
artdyrmalydyr. Hakyky ylym-durmusy herekete getiriji giiyje
owriilip bilyan ylymdyr.

Ylym bilmek yolunun ¢iirbasydyr, kédmilligidir. Bilim-
ilden oziine almakdyr, sarp etmekdir. Ylym-6ziinden ile
bermekdir, doretmekdir. In omat ylym-jemgyyete peyda
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getirydn ylymdyr. Jemgyyete peydasyz ylym bimanylykdyr.
Jemgiyete miwe, netije bermdn, ylma giiymenmek sapaksyz
inne bile esik tikmek bilen barabardyr.

Hormatly Prezidentimiz Gurbanguly
Berdimuhamedowyn ylym bilim taglymaty ordn giin we ¢uiinur
many-mazmuna eye. Ol tiirkmen jemgyyetini barha yokary
derejelere goteryar. Biz bu galkynysy ylym-bilim ulgamynda
gazanylyan {stlinliklerimizde hem goryitis.

Téze galkynyslar zamanasynda mahriban Prezidentimiz
Gurbanguly Berdimuhamedowyn tagallalary bilen yurdumyzda
ylym-bilime, diinyd ylmynyn il sofiky gazananlaryny
Ozlesdirmdge  ayratyn  dhmiyet  berilydr.  Hormatly
Prezidentimiz 6z ¢ykyslarynda talyp yaslaryn ylmy isler bilen
mesgullanyp,  ylym  bilen  ¢ynlakay  aragatnasykda
bolmaklygyny, sol bir wagtyn 6ziinde 6wrenen ylymlaryny is
tejribesi bilen utgasdyrmagyny sargayar.

Tézegalkynys zamanasynyn ilkinji giinlerinden baglap
méhriban Prezidentimiz Gurbanguly Berdimuhamedow yaglara
bilim terbiye bermekligi hiindr dwretmek isleri bilen utgasykly
alyp barmaklyga ayratyn uly {iins berdi. Munda Beyik
Serdarynyz  esasan  Ozbasdak, Garassyz  yurdymyzy
dolandyrmak ticin hézirki zaman Gsen tilsamatlaryndan onat
bas c¢ykaryp, Osen tehniki enjamlara erkedip, diinya
derejesinddki bésdeslige ukyply, yokary hilli Ontimleri
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ondiirmegi basaryan her bir yas yigidin we gyzyn 0z kirini
yiirekden s0yyan, ruhybelent, watansoyiiji, hemme taraplayyn
kadmil yaslar bolup yetismekleriniit zerurlygyny goz oiiinde
tutyar. Mununi seyledigini Hormatly Prezidentimiz &ziinin
¢ykyslarynda hem yzygiderli nygtap gelyr.

Hézirki zaman diinydnin i1 wajyp meselelerinin biri —
ol hem durmusy-ykdysady, tehnologiki we senagat taydan
Ostisi birmenzes derejede dowletlerin arasynda deithukukly,
hyzmatdaslykly we adalatly gatnasyklaryn yola goyulmagydyr.

Onde baryjy tilsimatly prosesler ylmyn esasynda
kidmillesydr. Tebigaty Owrenyan we takyk ylymlaryn -
fizikanynn,  himiyanyn,  biyologiyanyii, = matematikanyn
gazananlary téze bilim gorniisinde tilsimatly ylymlara,
inzenercilik isine ornasyp, tilsimatly Oslis hokmiinde
oniimeiligi  6zgerdydr. Oniimgilige elektron hasaplayys
magynlary (EHM) we awtomatlary ornasdyrmak, tehniki
manyda adamy dolandyrys wezipesinden bosatmaklygy
afladyar. Awtomatlasdyrylan dolandyrys enjamlary
ulanmaklygyn tehniki wezipesini ol masyna geg¢irmekligi
anladyar. Tehnologiya diyen diislinje bilen birmenizes bolup,
hizirki dowiirde adamyn Onlinde duran gt goéwriimli
meseleleri ¢6zmekde Gsen tehnikany yzygiderli ulanmaklygy
anladyar. Biz talyp yaslar, nesip bolsa yurdumyzda bina edilen
we edilydn senagat kdrhanalarynyn diinyad iilniilerine layyk
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gelydn, awtomatiki usulda isleyin, yokary tehniki-tilsimatly
enjamlarynyn kompyuterlesdirilmegine 0z mynasyp
gosandymyzy gosup, tidze galkynyslar zamanasynda gerekli,
Watanymyzy diinyd 6z hiindri, basarnygy bilen tanatjak Altyn
yaslar bolup, islejek, gurjak doretjekdigimize ynandyryarys.

Hormatly Prezidentimiz yokary okuw mekdeplerinde
yaslaryin Owrenyédn hiindrlerini durmus bilen gabat getirmegin
oran mohiimdigini belldp, ony durmusa gecirmegin dogry
yollaryny hem salgy berdi. Sunlukda yokary okuw
mekdeplerinde okayan talyplaryn nazary bilimler bilen
tejribéni utgasdyryp 6wrenmekleri doly yola goyuldy. Yokary
okuw mekdeplerimizde yaslara ylym-bilim bermek isleri diinya
tejribesine layyk gelyén sertlerde alnyp barylyar.

Talyplaryn okuwda Oowrenenlerini tejribede
berkitmeklerine miimkingilik doredilydr. Okuw dowiirlerinde
gecilyén tizniliksiz tejribeler talyplaryn onlimgilik hiindrlerini is

yiiziinde has gowy 6zlesdirmekligine miimkingilik beryr.

Garagsyz, baky bitarap Tiirkmenistan dowletinin
ykdysadyyeti  garagsyzlyk  yyllarynda  has-da  Osdi.
Ykdysadyyetin 0smeginde senagat pudaklaryn uly orny bar.
Diirli senagat pudagy Osiislere we one gidiglere baryar. Sement
onlimgiligini muna mysal getirmek bolar. Baharly etrabynda

diinyd ilnilerine gabat gelyén, dowrebap awtomatiki enjamlar
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bilen awtomatlasdyrylan, doly awtomatiki is tertibinde isleyédn

sement zawody guruldy.
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I BAP
1. Awtomatiki sazlayys sistemasynyii defilemesi

Sistemadaky ayratyn bloklarynl biri-birine tdsiri arkaly
sistemada awtomatiki sazlayys isini gecirip  bolyar.
Sistemadaky ayratyn bloklara mysal edip: 6lgeg elementini,
yerine yetiriji mehanizmleri, sazlayjy organlary, obyektiii 6ziini
we s.m. gorkezmek bolar.

Sistemanyfi her bir diiwiini belli bir ugur boyunga
hésiyetlendirilydr. Ol dawinlerii hem &6z gezeginde girisi
bolyar. Umumulygy kiceltmezden, goy, bu girise u(t)-signal
tasir edyan bolsun.

Bu girisddki signalyfi netijesinde, diiwiinde ¢ykys signaly
hem peyda bolyar. Goy ¢ykysdaky signal: x(t)-bolsun.
Umuman, x(t)- we u(t)- funksiyalaryii arasyndaky o&zara
gatnasygy asakdaky erkin n-nji tertipli, cyzykly dal differensial
defileme bilen berip bolyar:

Fx®x® o x,xu® u® . u',u)y=0 (1)

Gorsiimiz yaly, (1)-nji gatnagykdaky:
F(z,,z,,...,2,,2 s Z hsp ) — funksiya:
Z,,2,, ... ,Z,, Z - argumentlerden bagly

n

n? n+lo oo

nel> oo 0 Zngka2
funksiyadyr.
Eger (1)-nji defilemé asakdaky n-sany baslangyg:

X(ty) = X, X' (ty) = X' 4, oo, x V(1) = %, "= 0 — gertler
berlen bolsa, hem-de, girisdédki u(t)- signalyii gorniisi malim
bolsa, onda bu (1)-nji defileménif isti bilen, ¢ykysdaky u(t)-
signaly tapyp, onufi goniisini kesgitldp bolyar. (1)-nji
defileménin sti bilen, diiwiinifi geciriji funksiyasyndan basga-
da diiwiinin dikeldiji prosessini hem kesgitlép bolyar. Diiwiinii
cykysyndaky x , - bahasy bilen, onufl girisindaki u , - dikeldiji
bahasynyfi arasyndaky gatnasygy kesgitlemek iicin , x, - we
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U,- ululyklaryfi &hli ontimlerini nula defilemek yeterlikdir.
Yagny:

(n) — (n-1) _ R (k) — (k1) — ' —
Xg =Xy =0 =x = U Y=y =u ,=0 (2

gatnasygyn yerine-yetirmegi  yeterlikdir. Onda, (1)-nji
defileme:
F (0,0,...,0,x,4,0,0,...,0,u,)=0 (3).

gorniise eye bolar.

Bu (3)-nji defileme bolsa, dikeldiji: x,- U - ululyklaryf
arasyndaky gozlenyén, talap edilydn baglanysygy beryar.

(3)-nji defllemdni x,- ululuga gord otnositel ¢oziip,
diiwiinifi asakdaky statiki hdsiyetnamasyna eye bolarys:

x,=fU,) (4

Kabir halatlarda, (1)-nji defileme bilen berlen, ifi bolmanda
Oziinde yeke bir diiwiini bar bolan sistemalarda awtomatiki
sazlayys islerini gegirmek kynlasyar. Has dogrusy sazlayys
islerini ge¢irip bolmayar. Sonun tgin hem, men bu yyllyk
isimde (1)-nji defileménii hususy haly bolan, ¢yzykly, z,, z,,

., Z z

, Z - argumentlere gord hemiselik

n? n+ls> ot n+k+2

koeffisiyentli, asakdaky defilemé seredip gegeris:

(n) (D) ! - () (kD)
a, X V+a,x"V+ .. t+a X +a,x=b,u+b ur+ .+
!
b ,u+b,u (5).

Eger (1)-nji defileme boyunca berlen blok (ya-da sistema) belli
bir anyk rezim boyunga islemédn, sol rezimii  golay
towereginde isleyin bolsa, yagny:

Fox, ™, ..,x' ,x,,u, @ u, “P . Ju'bu)=0 (6)
bolsa, onda bu rezimiii  towereginde (1)-nji defilemini
linearizirldp bolyar. Onuil icin, F (z,, Z,, ... , Z ,.p) —
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funksiyany Au- we AXx- artdyrmalaryna gord Teylor hataryna
dargatmalydyr. Onda:

u(®) =u, @+ Aul), x@®=x,0+Ax®) (7).
bahalary (1)-nji defilemede ornunda goyalyn:

Fix, D+Ax™ ), x, "D O+Ax"V @), ..., x", ©)+AX (),
X, (O)+AX(1)), (8)

u, Oo+Aau®@@, u, “PO+Au @), ..., u, O)+AU(),
u ()+Au(t) =0

Alnan sonky gatnasykda (2)-nji defilikleri goz o6iilinde tutsak,
onda

F(AX™, Ax®Y 0 AX AX, Au® Au®D ) AU, AL)

=0
bolar.
Bu yerden:
*F Ax(”)+a—F AXD oF AX =
0z, oz, 0Z,.,
OF a0 F pgeny Ry (9)
azn+2 aZn+3 azn+k+2

Sofiky (9)-njy gatnasykdaky: Z—F- ontimler x, (t)- we u, (t)-
Zi

ululyklar arkaly kesgitlenyr:

oF

— [x.(t)u, @)} (=012,...,n+k+2) (10)
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(9)-nji defilleme , Au, AX- ululyklara we olaryin Onlimlerine
gord ¢yzykly differensial defilemedir .

Eger (10)-njy funksiylar wagta gord yeterlik derejede ordn
kici mukdarda {iiytgeydn bolsalar, onda olary takmynan
hemiselik koeffisiyentler bilen calsyryp bolyar. Sondan soiira
biz, c¢yzykly, hemiselik koeffisiyentli, (5) — gornisli
differensial defileméni alarys.

2. Elementar diiwiinler.

Sazlayys sistemasynyn dinamiki boliimi 6wrenilende sazlanyan
ululygyn fiziki tebigaty seyle hem enjamlaryn fiziki tebigaty
owrenilman, dine sazlanyys prosessinii hasiyetine seredilyar.

Yagny, bu yagdayda, fiziki tebigata bagly dillikde
diiwiinleri asakdaky toparlara boliip bolyar:

1°. Giiy¢lendiriji diiwiin. Bu diiwiini goniburglyk
gorniisinde (surat N1.a) belgildlin. Onufi u-giris elementi, x-
¢ykys elementi bolsun.

K
—Ua>—Xa
a Ob

N’ 1-nji surat.
u we X- ululyklary biri-biri bilen baglanysdyryan kanun
boyunga bu diiwiiniii gorniisi kesgitlenyédr. Giiyclendiriji
diitwiin tgin (kd halatlarda bu diiwiine proporsional ya-da
statiki diiwiin hem diyip aydylyar) bu kanun asakdaky gérniise
eye bolyar:

x=k-u (1)
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bu yerde k- erkin hemiselik sandyr.

Bu kanun ifi bir yonekey kanunlaryi biridir. Hakykatdan-da,
bu kanun seyle 6zlesdirmekden ybaratdyr: yagny, giris signaly
k- hemiselik sana kopeldilydar. Ol k- hemiselik sana
giiyclendiriji koeffisiyent diyilip aydylyar.

Gorstimiz yaly, t=0 momente ¢enli u we x- ululyklaryn iKisi
hem nula den. t=0 nokatda bolsa, u- ululyk kébir ahyrky baha
cenli artyar. (N "1b.- surat), tg(O;oo)- genli aralykda bolsa, sol
ahyrky bahany lytgetmédn saklayar. Seylelikde, gorstimiz yaly
u(t)- funksiya basgangakly funksiya bolup hyzmat edyar.
Sonun yaly hem, (1)- gatnasyk esasynda x(t)- funksiya hem
(N "1b.- surat) basgangakly funksiyadyr.

(1)- gatnasykdan gorniisi yaly, u we x ululyklar islendik
Olcegli bolup bilyar. Sebébi, k- koeffisiyentin Ol¢egi asakdaky
deiilik bilen kesgitlenyar:

=21 @
(1)-nji gatnasyk asakdaky:

d" n-1 dk
av&7X+%anX+m+&%=bmaru+m+bN

gatnasygyn hususy deiligidir. Sebébi bu deilikde:

y=a =3a,=..=4a,,=b,=b =b,=..=b,_, =0
a,=Lb, =k
ornunda goymalary gecirip (1)- deiiligi alyp bolyar. Bu
diitwilinil geciriji funksiyasy:
W(p) = k - bolar.
Glyelendiriji dawiine degisli kdbir mysallara seredip
gecelin. Goy, asakdaky surat ¢atgy berlen bolsun.
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—c =
V=
—Zlc =
(=
o

N’ 2-nji surat.

1°. Bu N 2.a. suratda hemiselik togy gliyclendirijinin ¢atgysy
sekillendirlendir. Goy, u,- onufl giris napryazeniyasy, u,-
onuni ¢ykys napryazeniyasy bolsun. u, we u,- ululyklaryn
arasyndaky baglanysyk:

u, =k-u,
Diymek, k- bu diwinin giiyclendiriji koeffisientidir.
2°. N’'2b- nji suratda bolsa, R- garsylyk sekillendirlendir.
Ona u, - napryaZeniya berlendir. Garsylykly zynjyrdaky tok,
asakdaky formula boyunca tapylyar:

| = U_Z’
R

Eger, bu diiwiinde u, - giris elementi, I- ¢ykys ululygy diyilip

hasap edilse, onda bu diiwiin giiy¢lendiriji diiwilin bolar. Bu
. ., 1
ditwlin {i¢in, gorstimiz yaly k = R bolar.

Bu yagdayda k- dlcegli ululykdyr.

3° N'2b.- nji suratda rycagyn suraty sekillendirlendir. Goy,
onun wertikal diiziijisinii ¢cep tarapynda AX,- giris elementi
yerlesdirlen bolsun ; Wertikal diiziijininh sag tarapynda bolsa
AX,- ¢ykys elementi yerlesdirlen bolsun. Onda, ¢yzgydan
gorniisi yaly
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AX, =k - AX,- bolar.
Bu diwiinin 1(t)- funksiyasy:
0,eger,t(0
leger,t >0

2 °. Integrirleyji diiwiin. Bu diiwiin seyle hisiyetlendirilyar:
Yagny, ¢ykys ululygynyn tizligininn Gytgeysi giris ululygyna
proporsionaldyr:
dx !
—=X=k-u (@3
ot 3)
Deiligin iki tarapyndan hem integral alalyn:
x=k- j u(t)dt +x,
0

Bu (3)- denligi almak tgin:

n dn—l d k
a, — x+a1?x+...+an_1d—x+anx+bo—ku+...+bk -u
dt dt t dt
- denlemede

ay=a =..=8,,=2a,=b=b=b=.=b =0
a,,=1b, =Kk
ornunda goymany ge¢irmeklik yeterlikdir.
(3) denligi baggaca p - x = k - u — gorniisde hem yazyp
bolyar. Bu yerden
x_k
u p
Seylelikde, integrirleyji diiwiinin geg¢iriji funksiyasy:
k
W(p) = ° (4)
Gostimiz  yaly, integrirleme operatory differensirleme
operatorynyn ters operatorydyr we ol p'-e dendir. Bu
diiwiin Gi¢in h(t)- funksiya asakdaky gorniisde bolar:
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h(t) =k-t, hagan-da t>0bolanda. (5)

goni ¢yzyk bolyar we koordinatalar baslangyjyndan « - burgy

(N "3.b.- nji surat) emele getiryar.

N’ 3-nji surat.

Seylelikde gorslimiz yaly, integrirleyji diiwlninn yeke-tdk
parametrini eksperiment gegirip, barlag synag arkaly kesgitldp
balyar. Ony kesgitlemek {icin bolsa, integrirleyji diiwiinin
girisine 1- lik (birlik) tdsiri bermeli, hem-de t- okdan & - burgy
kesgitlemek yeterlikdir. Integrirleyji diwline mysal edip,
elektrik dwigatelini zidkost bilen doldurylan gaplar ya-da
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elektrik zaryady bilen doldurylan “elektrik sygymy” Q = k-1
(N ’ 3.9.,d.,e- nji suratlar)- gullyk edip biler.

Su yerde bir zady bellip gegmeklik 6rdn moéhiim, yagny,
giris signalynyn islendik hemiselik bahasynda integrirleyji
diwiin denagramlylyk yagdayyny saklap bilmez.

Islendik, nuldan tapawutly bolan, yeterlik derejede kigi
bolan hemiselik giris ululygynyn dsti bilen x(t)- ¢ykys
signalyny yeterlik derejede uly edip bolyar. Sonun ti¢in hem,
dine u- giris signaly nula den bolan yagdayynda bu integrirley;ji
diiwlin 0ztinin denagramlylyk  yagdayyny saklayar. Eger
diwinin giris signalyny dorediji tdsir hokminde seredilse,
onda bu diiwline astatiki diiwlin hem diyip aytsa bolar.

3°. Aperiodiki diiwiin. Bu diiwiinifi defilemesi:
T-%jtx:k-u (6)
dt

Bu yerde: T- aperiodiki diwiinin hemiselik wagty (T >0); k-
aperiodiki  diwlnin  gliyclendirijisi  koeffisiyenti  ya-da
gecirijinifi stadiki koeffisiyenti. Ol hemigelik- X - ¢ykys
ululygynyn hemiselik- u - giris ululygyna bolan gatnasygyny
gorkezyar.

k=20
Uy
Onun dlgegi:

[k]= leJ
lu,]
Eger (6)- denlik bilen yazylan diiwiinde T<0 bolsa, onda bu
ditwiine durnukly dal aperiodiki diiwiin diylip aydylyar.
dx Y
pr = p- X - belgileméini girizelin.
Onda (6)- denlikden alarys:
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T-p-x+x=k-u

Bu yerden:
(Tp+l) - x=k-u
Ya-da
X k
W(p) = —= 7
(P) 0 Tpil ()

Gorsimiz yaly, yokarda seredilip gegilen gly¢lendiriji we
integrirleyji diwinler aperiodiki diwiinii hususy yagdayy
bolyar. Hakykatdan-da, eger (6)- deilikde T=0- ornunda
goymany girizsek, onda X = K - u- giiy¢lendiriji diwiini alarys ;
eger T-ni - yeterlik derejede uly (oo- diyip alsak) onda (6)-
deiilikden T- y boltip ayyrmaklyk yeterlikdir.

—+=X==Uu (8)

Sonky denilikde T — oo bolanda predele gegip alarys:

dx .k

—=k;-u k, = —

dt [ +=lm T)
Bu bolsa integrirleyji diwiindir. Aperiodiki diwi{iniii gecis
funksiyasyny tapmak tgin, x(0) = O0- baglangyc serti
kanagatlandyryan

dx
T -E+x:k-1(t) 9)

denileméni ¢ozmelidir.
Seylelikde, biz T '%4‘ X =Kk - denlemini ¢ozmelidiris.

Bu denleménint umumy ¢6zliwi:
t

x(t)=k+c-e T
(9)- baslangyg serti sonky denlikde ornunda goyalyn:
X(0)=k+c=0;
=-k.
Seylelikde (9)- denileménin ¢oziiwi:
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x(t) =k -(1-5} (10)

t— oo bolanda, soniky (10)- gatnasyk:

X, =K - dikeldiji tertip alynyar. T<0 bolanda bolsa, x(t)-
funksiya tlikeniksizlige ymtylyar. Sonun ticin hem bu yagdayda
diitwlin durnuksyz bolyar. Asakdaky Ne4- nji suratda gegiriji
funksiya gorkezilendir.

Ned-nji surat.

Ned.b.- nji suratdan gornisi yaly, aperiodiki diiwlinin gegiriji
funksiyasy yokarda seredilip gegilen beyleki iki dwiinin
geciriji funksiyasyndan tapawutlanyandyr. Guyclendiriji we
integrirleyji diwiinlerin x- ¢ykys ululygynyn dikeldiji bahasy
hemiselikdir; Hacan-da t>0 bolsa, onda u = const bolar.
Integrirleyji diiwiinde u = const # 0 bolanda x , - dikeldiji

baha u- ululyga goéra proporsional artyar. Hakykatdan-da, (5)-
kanun esasynda c¢ykys ululygynyn tizliginin Uytgeysi giris
ululygynyn {ytgeysine proporsionaldyr. Bu hisiyet bolsa,
integrirleyji  diwlinleri 6zlinde saklayan bloklar bilen
integrirleyji diwtiinleri 6ziinde saklayan bloklaryn tapawudyny
gorkezyir. Eger, x(t)- egrd 0- nokatda galtasyan goni ¢yzyk
gecirsek we bu galtasma goni ¢yzygyh x = X, = k- asimptota

bilen kesisme nokadyny N- bilen belgilesek, onda MN-
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kesiminl uzynlygy T- hemigelik wagta den bolar. Diymek, seyle
netijd gelmek bolyar, T- wagt nidce uly boldugyca, ol sonca-da
geciriji prosessi 0zline ¢ekydr we x(t)- egri bolsa yuwaslyk
bilen 6ztinin k- dikeldiji bahasyna ymtylyar. T- nédce uly
boldugyca, diwiin sonca-da inersion diwln diyilip
hasaplanylyar.

Seyle bir mysala seredip gecelin:
H(t)- funksiya 6zlnin k- predel bahasyndan n% - daslasmagy
ticin we h(t)- egriniii zolagynyn uzynlygy 2E- del bolan h(t) =
k- gond 6wrlilmegi i¢in ndge wagt gerek bolar?

Gozlenyin t, - wagt asakdaky denlikden kesgitlenyir:

4
k—E :k-[l—e_TJ

E= . k - ornunda goymany girizelin:

100
4
ke k=k|1-eT
100

Sonky alnan denligin iki tarapyndan hem k- y gysgaldyp,
alarys:

L
100
Denligin ~ iki  tarapyny  hem  logaritmlap,  alarys:
t,=T-In 100
n

Mysal {i¢in, eger n=10%- bolsa, onda t, =2,3-T - bolar.
Aperiodiki diiwiline mysal edip, Ne5.a.- nji suratda gorkezilen
RC- zynjyry gorkezmek bolar:
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N’ 5-nji surat.

Onun, giris elementi hokmiinde u,- napryazeniya ¢ykys
elementi hokmiinde bolsa u, - napryaZeniya kabul edilendir.
Onda u,- we u,- napryazeniyalaryn arasyndaky baglanysyk
RC- zynjyrda

RC- %4‘[] =U, denleme boyunga berilyar.
Bu yerde: T=RC ; k=1.
Eger sygym birligi mkf (mikrofarat)- bolsa, garsylygyn birligi
Mom (megaom)- bolsa, onda [T |- wagt 6l¢egi:
[T]=[R]-[C]=mkf - Mom = sek. - bolar.

Bulardan bagga-da aperiodiki diiwiine mysal edip, yanyp
duran pejin kamerasynda yuka jisimi gyzdyryp, ondan alnan
Jisimin gornlisini gérkezmek bolar. Jisim difle Bio Bi<0,25
bolan yagdayynda yuka jisim bolup biler. Hakykatdan- -da, eger
pejift temperaturasyny O(t) (giris signaly)- bilen belgilesek;
ondaky gyzdyrylyan jisimin gyzdyrylmadan alnan sofiundaky
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temperaturasyny O  (t)- (¢ykys signaly) bilen belgilesek, onda
g- yylylyk akymy Nyutonyn yylylyk geciriji kanuny boyunca
asakdaky gorntisde kesgitlenyar:
q= 2- ( O n _O)
Bu yerde o- koeffisient gyzdyryjy jisim bilen materialyn
arasyndaky yylylyk calysmasy. Basga bir tarapdan bolsa,
jisiminn temperaturasynyn yokarlanys tizligi bu jisimin q-
yylylyk akymyna proporsionaldyr:
do

~~ —k-q,
dt a

Bu yerde: k = iG, we c- yylyk sygymy ;
c

G- jisimin agramy. q- nyn bahasyny sonky denlikde ornunda
goyup alarys:
c de

cC—=a-6,-6
0 - a(6,-0)
ya-da:
Td—0+9:0n;
dt

G

bu yerde T L hemiselik jisimin gyzdyrylysynyn hemiselik
o

wagty diyilip aydylyar.

Aperiodiki diiwline mysal edip, bulardan bagga-da N "5.b.-
nji suratda gorkezilen gidromehaniki sistemany gorkezmek
bolyar. 6, — we &, —ululyklaryn arasyndaky baglanysyk:

T -dd%+52 =0,
denileme bilen yazylyar.
Bu yerde hemiselik wagtlar: purZinin mayysgaklyk
koeffisiyentinden, suwuklygyn syzdyryjylyk koeffisiyentinden
we porsenddki desiklilik koeffisientinden bagly. Gegiriji
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prosessiii h(t)- egrisinini Usti bilen T- hemiselik wagty ansat
tapyp bolyar. Suratdan gorniisi yaly T=MN

K- koeffisiyent hem, h(t)- egrinin Usti bilen tapylyar. Ol

K =]im h(t) - baha dendir.
t—o0

Aperiodiki diwiine mysal edip, as|lakdaky N "6 - nji suratda
gorkezilen membranaly yerine - yetiriji mehanizmi gérkezmek
bolyar. Onun giris signaly bolup: P- basys, ¢ykys signaly bolup
o — stogun yerlesdirmesi hyzmat edyar.

|

= AA

I ” \L

@) /l\SO

N’ 6 - nji surat.

3. Yrgyldyly diiwiin
Yrgyldyly diiwiin asakdaky denileme bilen yazylyar:
d’x _dx
T,—+T—+x=k-u (11
“dt?  dt D
Bu yerde: T, - koeffisient wagt kwadratynyn koeffisiyentidir (
[T]=[wagt]? ), T- wagt Slgegidir [[T]=[wagt]), k- bolsa,
yrgyldyly diwtnin gliyclendirijisinini statiki koeffisientidir. Ol:
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X .
k=-L - dendir.
Uy
bu yerde x ,— we u — ululyklar degislilikde giris we ¢ykys
signallarynyn dikeldiji bahalarydyr.
Yrgyldyly diwiinin gegiriji funksiyasy:
k
Wp)=———;
() T,p° +Tp+1
Indi bolsa, bu diiwiinin h(t)- gegis funksiyasyny tapalyn. Onun
licin bolsa agsakdaky denleméni ¢6zmelidir:

(12)

2
Tod—;(+T%+x:k,
dt d dt 13)
x(o):o;ﬂzo.
dt

Bu denleméni ¢ozmek ﬁ(;il}, ilki bilen bu denleméi bolan onun
hususy ¢ozliwiini tapalyn. Yagny:

X,e = K- ¢Oziiwi tapalyn.
Umumy ¢0ziwi tapmak {¢in bolsa, onuni harakteristik
detilemesini diizeliii:

T,p°+Tp+1=0 (14)
Bu kwadrat defileménin kokleri:

T 24T,

- —at jw,
Pi2 oT, J
bu yerde
T2 4T,
a= I, 0; ®= ‘ O‘ >0;
2T, 2T,
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o - ululyga yrgyldyly diiwiinde yrgyldynyii hususy yygylygy
diyilip aydylyar; o — bolsa, yrgyldyly diwiinin sondiriji
koeffisienti diyilip aydylyar. a — ndge uly boldugyca, gecis
funksiyada yrgyldynyn amplitudasy sonca-da kicelyar.
Yrgyldyly diwiinin denlemesi tolgundyryjy giiygji bar bolan
ossilyatoryn detilemesi bilen gabat gelyir. Goy, - hemiselik
strtiilme koeffisientli we @,- hususy yygylykly ossilyatora
haysy hem bolsa bir f(t) - tolgundyryjy giyji (t,;t)- wagt
aralygynda tdsir edydn bolsun.

Bu ossilyatory hereketlendirijinin = denlemesi asakdaky
gornlisde bolar:

d2X dx 2
X 29% Lo x=f(t) (@5

Baslangy¢ sertler we f(t)=1(t)- ¢6ziw aperiodiki bolyar. Bu
yagdayda, yokarda gorkezilen deileme boyunga berlen diiwiin
uzakdan daigniikli bolyar, hem-de ony yzygider birikdirlen o —
sany aperiodiki diwiin bilen calgyryp bolyar. A<O bolan
yagdayynda yrgyldyly dawin yonekey diwiin goérnis
getirilmeyar. (15) deileménin doly ¢6ziiwi:

Xgr. =C-€“sinat+c,-e” cosat +k
C,— Wwe c,— hemiselikler (13)- baslangyc sertler arkaly

kesgitlenydr. 1-nji serti ulanyp: x(0) = k+c,= 0; bu yerden
c,=-k.
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X E
U
|
|
| B
K Afl ;
mepn 0 P
|
I
Il > s I :E: :
1
(6] t O t1 t2 t
a)
b) w)

N® 7- nji surat.
(13)- denleménin 2-nji sertini ulanmak Gg¢in doly ¢ozliwi
differensirlélin:

dx .
praal A -e“sinwt + wc,e” cos wt +

+a-C,-e” cosat + ac, -6 sin ot

d, = Zi - ululyga hemiselik sondiriji diyilip aydylyar. Bu
Wy
denileménin ¢oziiwi asakdaky gornilisde yazyp bolyar:
t
X(t) = A-e™* cos(at + y)+1 [fe ) sinalt-)dr  (16)
@

)

Bu yerde A- we y- ululyklar x(t,) = x, we dXCEI‘J) =X
®° = co02 — 9% - baslangyg sertler boyunca kesgitlenyr.
9= L’ a)oz — i’
2T, T,
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Eger t, =0 we x(0)= Acos y - bolsa, onda:

x(t)=—A e . Lsin(at+7)—IA-e " cos(at + 7)
(4]

we
x(0)=—A. Lsin y—9A-cosy
a
bolar.
Yrgyldyly diiwiin {i¢in:
A=T2—4T, <0
ya-da

2\/ﬁ >T — diskriminantyn otrisatellik serti yerine
yetmelidir. Seylelikde, harakteristik denleménin kokleri
kompleks bolyar we deiileménin ¢oziiwi bolsa, hakykytdan-da
“yrgyldyly” bolyar.

T? —4T, >0- bolan yagdayyn-da

onda, alarys:
dx(0)
—“=wc,—a-k=0;
dt “*
bu yerden:
q=kg;
w

Seylelikde, gozleydan h(t)- funksiya asakdaky gorniise eye
bolyar:

ht)=k+k-Ze sinat—k-e“ cos ot =
w

= k-{l—e‘“‘(coswt +Zsin a)tﬂ =

[
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:k-{l— € sin(ot+ }/)} 17)

siny

Bu yerde:

L =sin y

Vo' +a?

t—>oo=K bolan yagdayynda bu ¢oziiw h,(t)=k - dikeldiji
baha asimptotik ymtylyar. N "Tw.- nji suratda gegcis
funksiyanun grafigi sekillendirlendir. Cyzgydan goérstimiz yaly
onufi grafigi hemiselik yygylygy @ - e deii bolan x=Xx, =k
denagramlasdyryjynyil towereginde yrgyldayar (onun periody

T =2—7T). Edil, solar yaly hem, denagramlasdyrma kanuny
w

bolup gecyir. Hakykatdan-da, gliyclendiriji, aperiodiki we
yrgyldyly diiwlinlere gecis prosessi tamamlanandan soiira,
olary ¢ykys signaly boyunga biri-birinden tapawutlandyryp
bolmayar, olar biri-birine metizes bolar. A=T? —4T, >0 bolan
yagdayynda (11)- denilleme boyunca berlen diiwlini 2- sany
inersion diwiinlerden diizilen (N0 8- nji surat) halka
gornlisinde gorkezip bolyar. Hakykatdan-da, goy, bu diiwiinde,
X, l-nji diwilnin ¢ykys ululygy bolsun. Onda bu 2-nji
diiwiinin giris ululygy bolyar.
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Ip+1 Tp+1

w)

NE 8-nji surat.

Goy, T,, k; - 1-nji diwtnin ; T,, k, - 2-nji diwilinin
parametrleri bolsun. Onda bu diiwlinleriii defilemeleri agakdaky
gornilise eye bolyar.

dx
ku=x+T,—*
1 1 1 dt
dx
ku=x,+T, —2
2 2 2 dt
Sistemanynn 1-nji denlemesinden x,- 1 tapyp we ony

sistemanyil 2-nji defilemesinde ornunda goyup, asakdaky
denilemaéni alarys:
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KK, o X Ti+T, dx d’x

= +— (18)
TT, TT, TT, dt dt
Asakdaky belgilemeleri girizelin:
a)O:L we 3:1ﬂ1 (19)
T, 2 T,-T,

Seylelikda, bu belgilemelerden sonra (18)- denleme (11)-
gorntisddki denlemd getirilydr. Matematika kursundan mélim
bolusy yaly:

- —;TZ > Ty
Sonui Gg¢in:
— Tl +T2

aTT,

Diymek, (14) harakteristik deflleménin kokleri bu yagdayda
hakyky kokler bolyar we bu onuil ¢6zliwi eksponentleriii
jemine den bolyar:

0 >1;

x=kou+c, -e™ +c,-e”  (20)

Bu diwiinin gegis funksiyasy grafigi N "8.b.- nji suratda
gorkezilendir.

Yrgyldyly diiwiine mysal edip N "9- nji suratda gorkezilen RC-
zynjyry gorkezmek bolyar.
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R C

O T R > :l—c[)—| |—‘

Uz U,
o b |

02
@) ! —0O
{)ﬁr
— |
o N gl o

N° 9-njy surat.

Goy, c- sygymly giris signaly hokmiinde u, - napryaZeniyany,
cykys signaly edip bolsa, u,- napryazeniyany kabul edelifi.
Onda, u,- we u,- napryazeniyalaryin arasyndaky baglansyk
asakdaky deiileme boyunca berilyir:
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2
LcdY e,y —y,
dt dt
Bu yerde:

LC=T,, RC=T, k=1

Yrgyldyly diwiine mysal edip, bulardan basga-da N 0 9.(b)-
nji suratda gorkezilen gidromehaniki gurlusy gorkezmek
bolyar. Ol N’ 5(b)- nji suratda gorkezilen gurlusdan Oziinin
inertly gliyji bilen tapawutlanyar. (5, - giris signaly ; 6, - ¢ykys
signaly) arasyndaky baglanysyk asakdaky deinlik boyunga
berilyar:

d’s do.
Ton+Td—;+52 =0,
Bu sistema kdplen¢ mehaniki yrgyldylary diferensirlemek {i¢in
ulanylyar ( mysal {icin masyny goteriji ( podwesnoy) hyzmat
edyidr). Gegiriji funksiyanyn c¢yzgysyndan gornlisi yaly

(N 7(b) - nji surat) period: AB=2" - ¢ den, (17)-
@
denlikden gorntisi yaly: S = gatnasyk (gegiriji prosessin
0,
¢yzgysy boyunca kesgitlenyir) asakdaky deillige dendir:
e_M1 a\l—h
ﬁ:e—atz =gt
bu yerde: t, —t, =2—ﬂ ;
@
s
Onda: p=e @ ;
o-In,

Bu yerden: o =
2

k- koeffisiyent t — oo bolan-da gecis h(t)- funksiyanyn
dikeldiji bahasy hokmiinde kesgitlenyar. Yagny: |jm h(t)

t—w
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Seylelik-de, gecis funksiyanyn grafigi arkaly sistemanyil &hli
parametrlerini kesgitlap bolyar.

4. Differensirleyji diiwiin

Differensirleyji diwiinin denilemesi asakdaky formula
boyunga berilyir:
du
x=k-— (21
ot (21)

du

P p-U - belgileméni girizelin.
Onda: x = k-p-u bolar. Bu yerden:
X
4k P
Seylelikde, bu diwlnin gegiriji funksiyasy:
W(t) =kp (22)bolar.
Gorstimiz yaly, bu yagdayda, h(t)- gecis funksiya 1(t)- birlik
funksiyanynn 6ntimine deii. 1(t)- funksiyanynn oniimi: t # O-
nokatlarda, yagny (-o0;0) ¢ (0; +oo)- aralyklarda nula den. t=0
bolanda onunl 6nlimi birjynsly tizilyar we gorslimiz yaly bu
nokatda ol yeterlik derejede uly bolyar (yagny oco-e ymtylyar).
Umuman 1(t)- funksi}?an}(/ﬁ onimi bar we ol ¢ - funksiya den:
di(t)
& -0 @)
Su yerde bir zady belldp gegmeklik 6rdn méhiim, yagny bu,
adaty didl o- funksiyanyn (matematika bu funksiya
umumylasdyrlan funksiya diyilydr) integrala (t)- funksiya bilen
gabat gelmelidir.
Ol agakdaky formula den:
{0, eger :t = 0.bolsa

oo, eger :t =0.bolsa

(24)

we
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[ot)dt=1(t) (25)
o - funksiyany takmynan ini ¢ - a dent bolan, beyikligi bolsa,

14 det bolan (N"10 - nji surat) kici goniburcly impuls
£
gorntisinde berip bolar. Sebédbi onun meydany (integraly) 1-e

den.

NE 10-nji surat.

Bu géniburgly impuls r(t,e)- bilen belgilenip we & —0 bolan

predele gecip, ondan & — funksiyany alyp bolyar. Yagny:
st)=limrte) (26)

>0
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0 - funksiyany bulardan basga-da tlgbur¢lyk gorniisinde-de
gorkezip bolyar. Bu ligburclyk p(t,g)- bilen belgilenip, onun

ini ¢- a, beyikligi bolsa 2. a dent bolmaly (N 11 - nji surat)
£

p(t,g)- tcbur¢lugyn meydany (integraly) 1-e deni. Sonuii licin
hem, ¢ - funksiyany, ¢ —0 bolan yagdayynda predela gegip,
p(t, 5)- funksiya bilen calsyryp bolyar.

s(t)=lim plte)  (@7)

>0

T P(tlE)
2
L W
t
E 0 E
- 5

N 11-nji surat.
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Bulardan basga-da, ¢ - funksiyany birndge analitik gorniisde
berlen funksiyalaryn predeli bilen ¢alsyryp bolyar:

st)=lim|>-e" ()

o - funksiyanyn yene-de bir hisiyetini belldp gecelin. Goy,
f(t)- funksiya tizniiksiz funksiya bolsun. Onda

jlf(t)-5(t—t0)dt:{f(t")’eger'to e[a,b] (29)

0,eger,t, €[a,b]

Bu yerde: a<t, <b.
Differensirleyji diiwline mysal edip, aktiw garsylygy R=0
bolan C- kondensatory gorkezmek bolar. Eger, onui giris
signaly hokminde U- napryazeniyany, ¢ykys signaly
hokmiinde bolsa I- togy kabul etsek, onda I- tok bilen U-
napryazeniyanyn arasyndaky baglanysyk asakdaky gokniisde
berilyér:
| = cdU

dt

Differensirleyji diwinin gegiriji statiki koeffisienti k=c- e
dendir. Integrirleyji diiwlinin Usti bilen differensirleyji diiwiini
alyp bolar. Sebibi, integrirleyji we differensirleyji dliwiinlerin
denllemesi giris we ¢ykys signallarynyn tiytgeyan ululyklary
bilen gabat gelyédr. Sonun {icin hem, differensirleyji diiwiine
mysal edip N 12 - nji suratda gorkezilen dwigateli gorkezip
bolyar.
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NE 12-nji surat.

Bu dwigatelde giris signaly hokmiinde: wagtyn ¢- aylowy
kabul edilydr, c¢ykys signalynyn ornuna bolsa, U-
napryazeniyany kabul edyérler. Seylelikde, seredilydn dwigatel
generatorynl isleyis tertibinde isleydr ; hem-de ol basga bir
tarapdan differensirleyji diiwiin bolyar.

5. Real differensirleyji ditwiin

Ideal differensirleyji diwiinler tebigatda, durmusda Yok
diiwiinler. Sebébi inersiyasyz sistema bolmayar. Sonui {g¢in
hem, real diiwlne seredilip gecilyir we onunl deiilemesi
asakdaky gornilisde berilyar:

T%+X:k-d—u; (30)
dt dt

Bu yerde T>0- hemiselige real differensirleyji diiwlinii

I

gliclendiriji ya-da statiki koeffisienti diyilip aydylyar.
% =p-X; ((jj—l: = p-u - sertli belgilemeleri girizelin. Onda
(30) denlemeden, alarys:

T-px+x=k-p-u
40




ya-da:
(Tp+1)x=k-p-u bolar.
Proporsiya esasynda:
X k-p
u Tp+1
Seylelikde, real differensirleyji diiwiiniii geciriji funksiyasy:
k-p
W(p) o+l (31)
Real differensirleyji ditwiine mysal edip, N 5 - nji suratda
sekillendirilen RC- zynjyra gokezmek bolar. Eger U,-
napryazeniyany giris signaly edip, I- togy ¢ykys signaly edip
kabul etsek, onda U, - napryazeniya bilen I - togun arasyndaky
baglanysyk asakdaky denlleme boyunca berilyér:
RCd—I+I :C-dUl ;
dt dt
Gorstimiz yaly: T=R-C, k=C
Real differensirleyji diiwiiniii gecis funksiyasyny taparys. Ol
gozlenyan funksiya asakdaky differensial denleménin
¢oztiwidir. Yagny, gecis funksiyany tapmak fgin bolsa,
asakdaky differensial denllemini ¢6zmeli bolyar:
T~—+x=k~—(t)=5(t)
dt dt
Umumylygy kiceltmezden nul baslangyc serti 06zlimizde
goyalyh ; Yagny t<0 bolan-da x(t) = 0 diyip kabul edelin.
Yokardaky  differensial  defilemi o - funksiyanyn
gatnasyanlygy zerarly ony ¢6zmeklik 6rdn kyn. Bu deilleménin
iki tarapyny hem -oo - den t- e ¢enli integrirlélin:

T j.dx—(r)dr-i- jx(r)dr =k-1t)= j.é(r)dr (32)

T
—o0

Asakdaky belgileméni girizelin:
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t

2(t)= Ix(r)dr :
Onda, gorstimiz yaly:
dzlt) _ x(t) - bolar.

dt
Bu bahalary (32)- denlikde ornunda goyup, alarys:

T—+z=Kk

Gorstimiz yaly, z(t)- funksiya diwlnin gegis funksiyasy (N '5

- nji surat) bilen gabat gelyér. Sonui {igin hem (10)- gatnasygy
g0z onlinde tutup, alarys:

z(t):k-(l—e_;]

z-in bu tapylan bahasyny yokardaky d;—it) = X(t)—deﬁlikde
ornunda goyup, gozlenyin x(t)-gecis funksiyany taparys:
drft) k -t
X(t)=——=—-eT 33
=477 (33)
Bu funksiyanyn grafigi Nel3-nji suratda gorkezilendir.
Gorsimiz yaly, real differensirleyji diwiininn ge¢is funksiyasy

t=0 nokatda tiz{ily4r we t—oo bolanda x(t)—0 boyar. Yagny:

lim x(t)=0- bolyar.

t—o
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AX

NE 13-nji surat.
6. Giji galdyryjy dliwiin
Gijd galdyryjy dawlniii deiilemesi asakdaky yonekey
gorniisde berilyar:
x(t)=ult-7), z>0 (34)
Bu denileme seyle okalyar: yagny , u(t)- giris signaly
r—wagt boyunca yza stystrilydr. Giris signalyny 7 —wagt

boyunca giji galdyryp,ony c¢ykys signalyna denldp bolyar
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(Nel4 (a)-nji surat). Bu diiwiinin h(t)-gecis funksiyasy (Nel4
(b)-nji surat) asakdaky denlik boyunga kesgitlenyar:

h(t) =1(t — 7) (35)

x(t),u(t)
u(t)
) x(t)=u(t-r7)
0 T t
3)

X(t)u(t)

T T Th)=16—r)
0 T b) t

N® 14-nji surat.
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Gija galdyryjy diwiinin gegiriji funksiyany tapmak {gin, u(t-
7 ) — funksiyany Teylor hataryna dargadalyn:

ult—7)= g%u"(t)-(—l)k 7

(bu yerde: 0!=1; u®(t)=u(t))
Asakdaky belgileméni girizelin:
u'=p-u
Onda:
u®=p®.u - bolar.
Sonuii tigin hem:

Seylelikde, gijd galdyryjy diiwilinin gegiriji funksiyasy:
W(p)=e"" (36)

Gija galdyryjy dawine mysal edip, Ne 15 (a)-nji suratda

gorkezilen lentaly magnitafony ya-da magnitli barabany

gorkezmek bolar.
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, ply
N — [ N9
[ u Lx(t)=ult—7) ~—" .
yazyly galofka barlan, okayjy galofka L
a b 7 x(t)

NE 15-nji surat.

Gorslimiz yaly, bu yerde giji galdyryjy koeffisient:
T=—,
9
bu yerde: - lentany sarayjynyn tizligi;

- bolsa, yazyjy bilen okayjy galowkalaryn arasyndaky
aralyk. Ne 15 (b)-nji suratda bolsa, aylow bur¢unyn tizligi @ -
a den bolan magnitli barabanyn ¢atgysy gorkezilendir. Hakyky
gija galdyryjy diiwilinlere degisli birndce myssallary gorkezip
bolyar. Mysal {gin, sputnik we kosmiki korabllar bilen
baglanysykly
sistemalarda elektromagnit gija galdyryjysy bar; uzynlygy uly
bolan turbalardan gazyn basysyny paylanylysynda gija
galdyryjy bolyar.

46



7. Jemleyji diiwiin

Bu diwiinde u,,u,,u;, ... ,u,- giris ululyklary bilen x-
¢ykys ululygynyn arasyndaky baglanysyk asakdaky denleme
boyunga berilyar:

X =uy () +u, () +u®+ ... +u, ()
37)
Jemleyji dawinlerin ¢atgysy kébir halatlarda goniiburglyk
gorntginde berilmin, ol wertikal ¢yzgy boyunca berilyédr. Onun
1-nji tarapynda: u,,u,, ... , u,- giris ululyklary, 2-nji
tarapynda bolsa, x- ¢ykys ululygy yerlesdirilyér.

8. Paylanan parametrli (kop argumentli) diiwiinler

Bizinl yokarda seredip gecen diiwiinlerimiziil &hlisinde giris
we c¢ykys signallarynyn arasyndaky baglanysyk “adaty”
(oopikHOBeHHBIN) differensial defileme bilen berilydr. Ol
denileméd girydn u(t) we Xx(t) funksiyalar dine bir t- wagt
parametrinden baglydyr. Yone, kibir real sistemalarda bu
obyektin yagdayy t- parametirden bagly bolmadyk ginislikdaki
funksiyalaryil Usti bilen berilydr. Ondaky her bir koeffisient
hemiselik san bolman, funksiya — gornlisinde berilyiar. Bu
sistemanyn yagdayyny yonekey, “adaty” differensial defileme
bilen yazyp bolmayar. Ol obyektler: hususy 6ntimli differensial
denillemeler bilen; integral denilemeler bilen; has takygy
¢ylsyrymly funksional denilemeler boyunga berilyir.

Paylanan parametrli diiwlinlere degisli yonekey bir mysala
seredip gegelin. Goy, uzynlygy | - denh bolan, gapdal taraplara
tegelek gorntisinde berlen izolirlenen sterZen berlen bolsun (Ne
16(a)- nji surat).

Goy, A - torsun temperaturasyny giris signaly hokmiinde
kabul edelin, hem-de ony u(t)- bilen belgildlin. Wagtyn
Giytgemegi bilen bu temperatura hem ftytgdp bilydr (yagny,
belli bir temperaturany saklamayar).
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NE 16-nji surat.

B- tores bolsa, temperaturasy nula den bolan hemiselik
temperaturany saklayan bolsun. X(t)- ¢ykys signalynyi ornuna
bolsa A- toresden |, <I — aralykda, uzaklykda yerlesen sterzenin

temperaturasyny kabul edelin. Onda, sterZenin yylylyk
yagdayyny kabir Q(y,t)- funksiyanyn f{sti bilen gorkezip
bolyar. Bu Q(y,t)- funksiya t- wagtda (momentde) sterZenin y-
nokatdaky Q- temperaturasyny gorkezyar (0<vy <I).

Q(y,t)- funksiya paylanan argumentli funksiya diyilyar (Ne
16 (b)-nji surat ). Bu mysalda paylanan parametrli obyekte
sterzenin temperaturasy 1- parametrli bolmayar. Gorsiimiz yaly
ol y- we t- parametrlerden bagly. Sert boyunga:

QO =u® (38
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Q=0 (39
Cyzgydan gorniisi yaly, X(t)- ¢ykys signaly:
Q.H=x(t) (40)

Yylylyk gecirijiniii teoriyasynda bize mélim bolsy yaly, Q(y,t)-
paylanan parametrli funksiya [0,l]- kesimde yylylyk gecirijinin
denllemesini kanagatlandyrmalydyr:

Q_, 00

.
Bu yerde: a- yylylyk gegirijininn koeffisientidir. (41)- denlema
Furyenin denlemesi diyilip aydylyar.

[0,I]- kesiminn uglaryna Q(y,t)- funksiya (38) we (39)-
sertleri kanagatlandyryar. Sonuil icin hem ol sertlere aracig
sertleri ya-da gyraky sertler diyilip aydylyar.

t- nin (t>0) islendik bahasynda Q(y,t)- temperatura
paylanysygynyn dinamiki Gytgeysini kesgitlemek {i¢in ona
yene-de baglangyc sertler bermeli bolyar. Ol sert: t=0 —
momentde

(O<y<lit>0) (41)

Q.00 =Q,(y); (0<y<l) (42)
Bu yerde: Q,(y)- funksiya y- den bagly, gorniisi kesgitlenen
funksiyadyr. Hususy yagday Gi¢in Q(y,t)- nula deit hem bolup
biler:
Q,(y)=0; (0=y<l)
Gyraky (38) we (39) sertler arkaly, hem-de (41) baslangy¢
sertler arkaly (41)- deiileméni ¢6ziip bolyar.

u(t)- giris signaly bilen, x(t) = Q (I,,t)- ¢ykys signalynyn
arasyndaky geciriji funksiyany tapmak {lc¢in, wagt boyunca
%- differensirleme operatoryny p- harpy bilen belgilélin.

Onda, (41)- denlikden, alarys:
5°Q
p-Q=a- (43
é}/z
Q- funksiya y- parametrden bagly funksiyadyr. Bu funksiya,
gorsimiz yaly: (38) we (39) gyraky sertleri hem-de, nul
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baglangyc sertleri kanagatlandyryan, y- den bagly bolan
yonekey adaty differensial denileméni kanagatlandyrmalydyr.
(43)_- denileme 2-nji tertipli differensial denlemedir. Ol
denleméni adaty usul boyunca ansatlyk bilen ¢oziip bolyar. Bu
denileménin ¢6ziwi agakdaky gorntisde bolyar:

sin j Pq_
—M (i=+~1). (24

Q_ ‘U,
sin j |2 -1
a

Bu yerden, u- we X- ululyklaryn arasyndaky geciriji funksiya
asakdaky gorniisde bolyar:

_e—ﬁ(l—m_eﬁ(l—h) |

(45)- formula su asakdaky netijdni beryir: yagny, paylanan
parametrli diiwiinler Gigin geciriji funksiya bu, p- argumentden
bagly bolan droply-rasional funksiya bolup bilmeyar.

Paylanan parametrli diwiinlere mysal edip, bulardan basga-
da Ne 17 (b)-nji suratda gorkezilen uzynlygy I- den bolan uzyn
elektrik linyasy diyilip atlandyrylyan 1- ¢yzygy goérkezmek
bolyar. Ol ¢yzygyn A- nokatdaky ujynda napryazeniya ¢esmesi
yerlesydr, yagny, sol ujynda tok bar, ona elektrik simlerini
tirkdnde ondan napryaZeniya alyp bolyar. Ona, kd halatlarda
elektrik # liniyasynyn agyk ujy hem diyilip aydylyar; beyleki
B- ujy bolsa yapyk gysga utgasdyrlandyr. Yagny ol ujynda tok
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yok, ona elektrik simlerini tirkdp ondan tok alyp bolmayar;
basgaca aydanymyzda napryazeniya yok. Bu diwinin giris
signaly bolup, goy, A- ujynda yerlesdirlen u(t)- napryazeniya
hyzmat edyin bolsun; ¢ykys signaly bolup, A- nokatdan I, -
uzaklykda yerlesen x(t)- napryazeniya hyzmat edyan bolsun.

Goy, bu wuzyn elektrik linyasynda napryazeniyanyn
paylanysygy Q(y,t)- funksiya boyunca yazylyan bolsun (bu
funksiya seyle okalyar: yagny, y- nokatda (0<y<e) rz-
moment (t>0) boyunca elektrik napryazeniyasydyr).

(0,1)- kesimde, Q(y,t)- funksiya asakdaky hususy
ontimlerdiki differensial defileméni kanagatlandyrmalydyr:

2 2
R A AR I
Bu yerde, a- ululyk, elektrik liniyasynda napryazeniyanyf
tolkunlanma (BouHa)- tizligidir.
Ol asakdaky formula boyunca tapylyar:
1
a= 47
T (47)

bu yerde: L- we ¢ - ¢yzygyn birlik uzynlygynda induktiwlik we
sygym. Mélim bolusy yaly; asakdaky sertler yerine yetmeli:

QO =u(t) (48)
QUH=0 (49

Q(y,1)- napryazeniya paylanysygy birbahaly kesgitlemek tigin,
onla bu sertler yeterlik dil. Ona yene-de hokmany baglangy¢
sert bermeli. Yagny basgaca asakdaky baslangy¢ sert bermeli:

QO =Q,)  (O<y<h, (50)
5%ﬂﬁguw O<y<l) ()

bu yerde Q,(y)- we Q, (y)- belli funksiyalardyr. (48) we (49)-

gyraky hem-de (50) we (51)- baslangyc sertler bilen berlen
(46)- denleme islendik t>0 momentde Q(y,t)- funksiyany
paylanysygyny kesgitlemidge miimkingilik beryir. u(t)- giris
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signaly bilen x(t) = Q(l,,t)- ¢ykys signalynyn arasyndaky
getiriji funksiyany tapmak tlc¢in yokarda seredilen mysalda
2

ulanylan usuly peydalanalyfi. Yagny, (46)- defilemede % -

differensirleme operatorynyii ornuna p ° - belgileméni girizeli:
52
pQ=at 2 E)
Soniky denlemini gyraky hem-de baslangyc sertler boyunga
¢Oziip, alarys:

sinj-P(1-y)

Q= —2&  (53)
sinj- P
a
Bu yerden, gozlenydn geciriji funksiya:
sinj-P(l-y) _Pew Pe
a —

W(p) = 5
Slnj—l e a _e;
a
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9. Elementar diiwiinlere degisli gosmaca mysallar

Awtomatiki sazlayys sistemasyna degisli birndge mysallara
seredip gecelin. Goy, asakdaky Ne 18 (a)-nji suratda gorkezilen
G- hemiselik tok ondiiriji generator berlen bolsun.

U, Lb% (ez E,

a)

N® 17-nji surat.
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arctg o

b) ly

NE 18-nji surat.

Onun giris elementi hokmiinde: tolgundyryjy sarymynda
(oOmoTKa BO3OYXIeHME) u,- napryazeniyany kabul edelifl.
Goy, umumylygy kiceltmezden tolgundyryjy sarymda zynjyryn
garsylygyny R,-  Dbilen  06z-6ziinden induktiwlenme
koeffisientini bolsa, L,- bilen belgildlin. Dawinin ¢ykys
signaly hokmiinde bolsa: G- generatoryn E;- elektrik
hereketlendiriji gliyjini kabul edelin.

Gistorezistory we tok doygunlygyny hasaba almazdan
generatoryn holostoy hodunyn hésiyetnamasy goni ¢yzyk diyip
alsak, hem-de E,= oJ-1,, (d =const)- diyip kabul etsek Ne 18
(b)-nji surat) onda diiwiininn deiilemesi su asakdaky gorniise eye
bolar:

dl, &+i dEg

U =I-R +a —2=E -6
L R T R

Asakdaky belgilemeleri girizelini:
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5 L,

RO R
Onda sonky denleme su asakdaky gorniise eye bolar:
U, :i. E. +L. dEs ,
k, k, dt
Bu yerden:
dE,

1)

Diymek, seylelikde inersion diiwlin {i¢cin aragatnasyk kanuny
alarys.

k.U, =E;+T,- ot
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Il BAP

KOMPLEKS UYTGEYANLI FUNKSIYANY
DIFFERENSIRLEME.

1. Kompleks iiytgey:inli funksiyanyn oniimi.

Goy, f (2) funksiya kabir G yagdayda liznuksiz we kesgitlenen
bolsun.Iki nokada z we z+Az seredelin,olar G yayla degislidir

hz)- Awr
we w = ﬂ—w gatnasygy diizyédn bolsun.

= =

z nokatda w=f (z) funksiyanyn oniimi diyip,funksiyanyn
ardyrmasynyn argumentini artdyrmasyna bolan gatnagygynyn
predeline aydylyar,hacanda argumentin artdyrmasy nola

ymtylanda alarys:
Aw flz+ Az) — f(2)
"(z) = lim — = lim i
f'@ Az=0 Az Az—0 Az
Nokatda oniimiii bolmagy {i¢in bu predelin bolmagy we Az-ii

nola ymtylmak usulyna bagly bolmaly dél.

f (z) funksiya G yaylada analitik (regulyar) diyilyér,eger
her bir z nokatda bu yaylanyn funksiyasy kesgitlenen we
tizniiksiz hem-de bu funksiyanyn 6niimi bar bolsun.

Kompleks iiytgeyédnli funksiyanynn Oniimininn girizilen
kesgitlemesi hakyky liytgeyénli funksiyanyil 6ntimi bilen gabat
gelyar.Sonunn  iicin  hem hakyky iiytgeydnli funksiya
ticin,hakyky funksiyany differensirlemegi 5 diizgiini hem
yerine yetyar.

1.Iki funksiyanyil jeminin oniimi bu funksiyalarynyn
ontimlerinin jemine dendir,

[f@)+a@)]'=f"(2) + g'(2).

2.Iki funksiyanyn kopeltmek hasylynyn oniimi birinji
funksiyanyn Oniiminiii ikinji funksiya kopeldilip we birinji
funksiyany ikinji funksiyanyii Oniimine kopeldilmeginin
jemine dendir.

[f(2)g(2)] = f'(@)a(2) + f'(2)g'(2).
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3.Drobyn Oniimi yene-de droby emele getirip
sanawjyda sanawjynyn Oniiminin maydalawja kd&peldip
sanawjyny maydalawjynyn Onlimine kopeldilip ayrylmagyna
dendir.Maydalawjyda bolsa maydalawjydaky funksiyanyn
kwadratyna dendir.

[f (Z)]J _f'@g9(@~f(2)g'(2)
g(2) g*

4.Goywi=f1(z), zEG we wx=f(wi), wiE€ G
funksiyalar bar bolsun, fi(z) funksiya G yaylany Gi yayla
sekillendiryar.Goy,  fi(zo)=wio ~ we  fo(wio)=woo  we
fi'(zy) i/ (Wyo) oniimler bar bolup,onda ¢ylsyrymly
funksiyanyn oniimi,

1A (z]]};:zg = fi (W) - fi' (20).

5.Goy,w=f (z), z&€ G funksiya bar bolsun,yagny bir
belgili G yaylany z tekizlige sekillendiryér,kabir Gi1 yaylany w
tekizlige sekillendirydr.Onda ,eger z=gp(w) ters funksiya wo=f
(z0) nokatda iizngksiz bolsa we f'(Zy) ] 6niim bar bolsa, we
ters funksiyanyn hem onlimi bar bolup

[e(wy)] =1 /f"(2,) bolar.

2. Kosi — Rimanyn serti

z=z0 nokatda f (z)=u+jv funksiyanyn Onliminifi bar
bolmagynyn zerur we yetrlik sertini berelin,seyle hem f (2)
funksiyanyn analitik sertini berelin.
Teorema 1.

f (z2)=u+jv funksiyanyn 2o nokadyn kébir yaylasynda
kesgitlenen bolup,bu nokatda Oniimin bolmagy zerur hem
yeterlik bolar yaly 1) u(x,y) we v(x,y) funksiyalar X we y
boyunca z=zo nokatda differensirlenydan bolmaly; 2) z=zo
nokatda Kosi — Rimanyii serti yerine yetmeli:

du dv du dv

—_— =g —=——

dx dy ¢ dy  dx
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Subutnama.llki bilen Kosi — Rimanyi sertinin
zerurlygyny subut edelin.Goy, f (z) funksiya z=zo nokatda
Oniimi bar bolsun,seyle hem predel bar bolsun,
f(z,+142) - f(z,)

flw)=n—— ®

Bu predel Az-i nola ymtylmak usulyna bagly déldir.Goy
Az=Ax bolsun,onda

[y + 4w, yy) + jo(g + A, )] = [y, ¥p) + ju(xg,30)]

f &)= m Ax
lim [ulxy + Ax, yp) — ulxg, )] + j[v(x + Ax, ) — v(xg,3)] _
Ax JAy
B du+ v )
Ty Cdy )

Goy,indi Az=jAy bolsun,onda
, - [ulxg g +4y) + jv(xg, 3 + M) = [ulxo, 1) + 0 (X0, 00)]
f'(z,) = ﬂhmﬂ i

_ iy D000 +87) ~ %, o)) + v (0.0 +87) v (o 0)] _

by=0 jhy
_1 du ,a’r')_a'r du :
Cj\dy Cdy) dy }d}" ®)

Seyle hem (3)-nji predel Az-n nola ymtylma sertine
bagly daldir,onda hakyky we hyyaly boleklerini (4) we (5)-de
denlédp alarys:

du dv duv du
dx dy W dx dy’

Teoremanyi zerurlyk serti subut edildi.

Indi Kosi — Rimanyn yeterlik sertini subut
edelin.Goy,u(x,y) we v(xy) funksiyalar X we y boyunca
differensirlenydn bolsun we Kosi — Rimanyin sertini
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kanagatlandyryan bolsun.Bu yagdayda f'(2) oénim z=z
nokatda bar.

u(x,y) we v(x,y) funksiyalaryn differensirlenmeginden
alarys:

du du dv dv
Aw = ﬂu+;ﬂﬁ—d—ﬂx+d—yﬂy+;(d &x+d}ﬂ}r)+a(ﬂ2)

bu yerde 0(Az) — tiikeniksiz ki¢i bolup Az-e seredenifide yokary
tertipli kigidir.

Awr

— gatnasyga seredelin:

du du dv dv
Aw _ax Mgy +1(dxﬂX+d—yﬂJ’)+a(az)
Az Ax + jAy Az

Kosi — Riman serti boyunga alarys:

du dv . (dv du
Aw _ aﬂx - aﬂy +J (aﬂx—l—aﬂy) . o(Az) _
Az Ax + jAy Az
du . .dv .
_dx Bx HJAy) + g (x4 jAy) | o(Az)

Ax + jAy Az
Indi Az—0 predele gegelin:

i ﬂw_du+ d:?_ o),
ﬂ.ﬂ]uﬂz_dx Jd Wiz

bu predel bardyr we Az—0 usulyna bagly dildir.Seylelik bilen
Kosi — Riman sertinin yeterlik serti yerine yetyar.
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Kosi — Riman sertini ulanyp alarys:
du dv du du dv du dv  dv

'(2)=—+ 6
f'@) dx jdx dx jd}f -:J!y jdy dy jdx (6)

Subutsyz Kosi — Riman sertini f (z) funksiya i¢in
getirelin,eger z-trigonometrik formada berilen bolsa.Goy,

f(2) = flr(cosp + jsing)] = u(r, @) + jv(r, ).

Zo=ro (cos@o+jsingo) nokatda Oniimin bar bolmagy i¢in
asakdaky sertinl yerine yetmegi zerur we yeterlikdir:

1) u (r,p) we v (r,p) funksiyalar r we ¢ boyunca
differensirlenydn bolmaly;

2) Zo nokatda Kosi — Rimanyn serti asakdaky gorniisde
yerine yetmeli;

du ldvdv  ldu .
dr ngo dr rdo )

Mysal 1.
Funksiyanyn analitikligini kesgitlalin:

f(z) =z =x*—y? +j2xy.
bu funksiya hakyky we hyyaly boélegi: u(X,y)=x*-y?,

v(x,y)=2xy bolsun.u we v funksiyalar X we Yy boyunga
differensirlenyin bolsun,olaryil hususy oniimleri:

du_z dv ) du_ > dl‘.?_z
dx xdy xd}f Ve —
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Seylelikde,Kosi — Rimanyn serti z-kompleks tekizligininn dhli
nokatlary {iicin yerine yetmeli.Seylelikde,f (z)=z> funksiya
kompleks tekizliginin dhli yerinde analitikdir.

Mysal 2
f (z)=|z|=r funksiyanyn analitikligini kesgitlemeli.

Bu funksiya  t¢in  u(r,@)=r, V(r,0)=0 ig¢in
du
dr
Rimanyn serti yerine yetmeyér,onda f (z)=|z| analitik déldir.

=1, —qp =0 hususy oniimleri hasaplalyii.(7)-Kosi —

3.Garmoniki funksiyalar

Tehnikada dus gelydn kop meseleler hususy Ontimlerin
deiilemesine getirilyar:

A AU ja—dadu—0

— =0, a—da Au=0.

dx? dy? Y

Bu denilemd Laplasyin denilemesi diyilydr; A - Laplasyn
operatory.

Kesgitleme girizelin.x we y iki iytgeyan den u(X,y)
funksiya garmonik diyilyar,hacanda ikinji tertipli iizniiksiz
onlimleri bolsa we Laplasynn denlemesini kanagatlandyryan
yagdayynda aydylyar.Garmoniki funksiya mysal bolup

u(x,y)=Injz|= i In (x*+y?) bolar.Hakykatdan hem

dfu yi-xt dfu xP—y? Cd*fu d*u
w=m;w W,sonunucmd—-l-@—{]

v (X,y) funksiya u(x,y) garmonik funksiya gatnasygy boyunca
gatrymly garmonik garmonik funksiya diyilyér,eger v (X,y) —
garmoniki funksiya bolup u(x,y) bilen Kosi — Riman
denillemesini kanagatlandyrmaly.
Teorema 2.

f (z) analitik funksiyanyn hakyky u (X.y) we hyyaly v(xy)
bolekleri x we y-den gatrymly garmonik funksiyalar bolyar.
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Subutnama.Teoremanyn subudynda u(x,y) —hakyky we
v(X,y) hyyaly analitik funksiyalar X we y boyunca ikinji tertipli
tiznliksiz ~ hususy  Oniimlere  eyedir.u(X,y) we Vv(Xy)
funksiyalaryn ikinji tertipli hususy 6niiminl bar bolmagy sonirak
subut ediler.

u (x,y) we v(x,y) funksiyalar Laplasyn denlemesini
kanagatlandyryar,yagny olar ikinji tertipli iizniiksiz hususy

du dr du du

oniime eyedir.Kosi — Riman deillemesini — = —; -,
ontime eyedir.Kos an deillemes dx v’ dy’ dy

yazalyn.Birinji defileméni X boyunca ikinjini bolsa alarys.Edil
. d?u  d%u w1 -
su menzeslikde alarys.dxz + P 0. Analogly  detligi
dZv dZv
alarys — + o 0.
u(x,y) garmonik funksiyany bilip,onia gatrymly V(X,y)
funksiyany hemiselik kopeldija gord takyklykda.Hakykatdan
hem egrigyzykly integrala seredelinl

ji dx + j—}d}! =v(z) —v(zy),
Zn
bu yerde z we zo — kébir x,y tekizligin nokatlary = we j—z -n
yerine Kosi — Riman sertini goz oniinde tutup,alarys.
du du
v(z) —v(zy) = J—de—l-ady (8)

Integral asgynda doly differensial otyr.Hakykatdan hem
matematiki analizden belli bolsy yaly integral asagyndaky
afilatma 0z gezeginde doly differensialy anladyar,
dzu_dzu NV L.

- d”? =z denilik yerine yetyar.

Bu denlik u(x,y) ¢aklama boyunga garmonik funksiyadyr.(8)
denlikden v(zo) — hemiselik ululyk bolup zo nokadyn yagdayyna
baglydyr,seylelikde alarys:
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()—Lf e Ly 9
v(z) = dyxdx}c' 9)

Zn

(9)-njy formula f (z) analitik funksiyanyn u(X,y) hakyky
boleginden belli bolsy valy hemiselik kopeldijd ¢enli
takyklykda onun hyyaly bolegi v(x,) bolar.

Edil suna menzeslikde asakdaky formulany alarys:

F

()—-Jdvd L 10
uz—d},xdxjc, (10)

Zn

onun komegi bilen belli v(X,y) hyyaly bolegi we u(x,y) hakyky
bolegi kesgitldp bolar.

Seylelikde,(9) we (10) formulalar f (z) analitik
funksiyalary kesgitlemége miimkingilik berer.

Mysal 3.
u (xy)=x?-y* funksiya berilen.f (z) analitik funksiyany
tapalyh,onuit hakyky bolegi u (X,y)=x-y? bolar.

u (x,y)-garmonik funksiyadygyny

z z
du+du=2_2=0’0nda

dx?  dy?
berilen funksiya garmonikdir.(9)-njy formuladan peydalanyp f
(2) analitik funksiyanyn hyyaly bslegini kesgitlalin:

gorkezelin.Hakykatdan hem

K4 Z

du du
v(x,y) = J—d—ydx-i-ady = JZ}rdx+ 2xdy = 2xy +c.

Zn Zp

Gozlenyan f (z) analitik funksiya asakdaky gorniise
eyedir:
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f(z)=x*—y*+jQRxy+c)=2z"+]jec.

4.0niimiii argumentiniii we modulynyii geometriki
manysy.

Goy,f (z) funksiya G YVaylada analitik bolsun,f'(2zy) # 0
bolsun.Goy,l,1 egri z tekizlikde lw1 egri w tekizlikde bar bolsun
(surat 1).Goy,M we M1 nokatlar z tekizliginde z=zo we z=zo+Az
bahalara degisli bolsun,N we N1 nokatlar bolsa w tekizlikde
W=Wo we W=Wo+Awbahalara degisli bolar,onda burcun
bahasy:a=argAz, f=argAw bolar.

Bu yerden:
Aw

a’rgE =arghw —arghz = — a.
Eger Az—0,onda M1 nokat M nokada ymtylar, N1 nokat
N-e ymtylar.MM: we NNi predelde galtasyjynyn yagdayyny
kesgitleyar.
i Aw .
lim arg—— =argf'(z) =¢1 — ¢1.
(11) afilatmadan f'(Z) funksiyanyh argument zo nokatda I
egriniii aylanma burguny anladyar,6zem zo nokatda bu egrinin
w-tekizlige f (z) funksiyanyn komegi bilen alynyar.Bu hem
f'(z)x geometrik manysydyr.
Eger basga lp egri seretsek,onda arg f'(zo)=y2-92
gorniisde yazarys:
Y2-Y1=2-Q1. (12)
Seylelikde,z-tekizlikde I;1 we |2 egrileri alsak we olaryn
w tekizlikde sekilini lw1 we lw2 bilen belgilesek,onda f (z)
analitik funksiyanyn komegi bilen egrilerin arasyndaky burg f
(20)#0 yagdayynda saklanyar.
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A

( X (
Surat 1.

Indi  f'(2) funksijanyii O6niiminii  modulynyii

geometrik manysyny dﬁsﬁndireliﬁ.g gatnasyga seredelin,onda
law]  lawl NN

aIarys.|;| =1zl — ﬁ

bolanda Az—0-da alarys:

m 2= i 7] = 17l (13

.il.z—«ﬂ ﬂz—ot}
(13) denlikden gorniisi yaly oniimin moduly tiikeniksiz kigi
wektorlaryn siiynmegini hésiyetlendiryar,yagny ol zo nokatdan
baslap w=f (z) funksiyanyn komegi bilen sekillendirilyéar.Bu
stiynme tiikeniksiz —kici wektoryn ugruna bagly daldir.
Analitik funksiyanyn argumentlerinini we modulynyi
geometriki hésiyetinden analitik funksiyanyn komegi bilen
sekillenme bir nokatdyr,téwereginde menzes ya-da konforum

bolyar.
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KOMPLEKS UYTGEYANLI ELEMENTAR
FUNKSIYALAR.

6.Cyzykly we drob ¢yzykly funksiyalar.

z kompleks tiytgeyanli ¢yzykly funksiya diyip,

f (z)=az+b (1)
bu yerde a we b kompleks sanlar gorniigli funksiya
aydylyar.Cyzykly funksiyanyi 6niimi f'(z)=a bolar.Bu
funksiyanyin komegi bilen sekillendirme her bir z nokatda
tikeniksiz — ki¢i wektor |al-da siiynydar we a=arg a burca
aylanyar.

Anyk sekillenmai seredelin.Goy,funksiya:

f (2)=|ajz. (2
bolsun.

Bu funksiyanyn komegi bilen |a] koeffisiyent bilen mefizeslik
Ozgertmesi amala asyrylyar,seyle hem w  tekizlige
sekillendirmede arg z tiytgemeyar,wektoryn uzynlygy bolsa |a|
gezek Osyar.
Z (z)=z(cos a+tj sin a). (3)

bolsun.
Bu funksiya z wektoryn a burca aylanmasy bolyar,|z|
uytgewsizdir.Funksiya

z (z)=az=|al(cos a+j sin a) z, (@)
bu yerde a=arg a,bu hem z wektoryn a burga aylanmasy we |a|
gezek siiynmesi,(2) we (3) 6zgertméni hem anladyar.

f (z)=z+b (5)
funksiyanynn komegi bilen sekillendirme z tekizligin dhli
wektorlarynyn hemiselik b siiysmesini anladyar.

Seylelikde f (z)=az+b  funksiyanyn  kdmegi
bilensekillendirme aylanma we z tekizligin wektorynyn
stiysmesi,seyle hem b wektora siiysmesi bolyar.(1)-nji
ozgertme (a#0 we a#1) iki sany hereketsiz nokatlara eyedir:
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)tiikeniksiz c¢etlesen nokat,yagny (1) Ozgertméanii
komegi bilen w tekizligin tiikeniksiz c¢etlesdirilen nokadyna
gegyar;

2)tiikeniksiz z1 hereketlenmeydn nokat 6z yerinde
galdyrylyar,seyle hem
f (z1)=z1.Bu nokat z=az+b denlemeden kesgitlenyir,onun

¢cOziiwi Z4 = bolar. Eger a=1bolsa,onda z=co ikeldilen

1-a

hereketlenmeydn nokat bolar,seyle hem z1 tiikeniksizlige
gider.Eger a=0 bolsa,onda f (z2)=b bolar we bu yagdayda bir
hereketlenmeyén nokat &hli z tekizligi sekillendirer.

Drob — ¢yzykly funksiya diyip

) az+b ©
Z)= '

cz+d
funksiya |c|+|d]=0 gorniisli funksiya aydylyar.Drob — ¢yzykly
funksiya z=-d/c nokatlardan basgalarda kesgitlenendir.Drob —
cyzykly funksiyanyn oniimi

ad — bc

f'(2) :W' (7)

Eger ad=bc#0 sert Verine yetse,onda f ' (z)#0 bolar.Eger ad-

bc=0 bolsa,onda ad-bc bolar,ya-da S_D_ ) wet (2
c

=
Alcz+d
funksiya [ (z) = % = A gorniisde bolar. Seylelikde

.eger f (2)#const funksiya bolsa,onda (6) sekillendirme z
tikenikli kompleks rekizliginde komformdyr,bu yagdayda
d
Z = — —nokat girmeyar. Gelejekde ad-bc£0 bolar.
c

f (2)=1/z 6zgertme tiikeniksiz daslasan z=co nokady z
tekizlikde nola Gwiirydr.Sonufi iicin hem Ijwe I3 (surat2)
egriler tiikkeniksizlige gidip o burgy tiikkeniksiz daslasan nokatda
o . . Ir Ir .
ozgerdip,eger Wi=l/w ozgertmeden [;we I3 sekiller wi
tekizlikde a burgy 0 nokatda 6wiiryar.
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Surat 2.

Indi,drob-¢yzykly funksiyanyn burgy we z=-d/C

k d kl ’ d ..k lvf(:zj _L_cz+d
nokatda saklanyandygyny gorkezelin. [y = @ = b
d -
funksiya Z = —— nokady z-tekizlikde w;=0 nokatda w:
c

tekizlige sekillendiryar.Burgunn saklanmagy ig¢in z=-d/c
nokatdan geg¢mekligi talap edilydr.fi(z) funksiyanyn bu
nokatdaky onlimi nolda tapawutly
f ch—ad
bolup,f;' (z) = @y, * 0.
Seylelikde,z=-d/c diyip f (z) funksiyanyn polyusy
diyilyar we

lim, f(2) = o

B2—F
c
hasiyete eyedir.Tikeniksiz daglasan nokat z tekizlikde f (z)
funksiyanyn komegi bilen W =E nokada geg¢yir.z=p(W)
funksiya (6)-njy funksiya tersdir:

dw—b

tw—a

z=¢Ww)=- (8)
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We drobly — ¢yzyklydyr. W =E nokat z=¢(w) funksiyanyn
polyusy bolup duryar. Yokarda subut edilen (8)-nji
funksiyanyn komegi bilen burgy we % nokatda sekillendirilyr.

Seylelikde,drob — ¢yzykly funksiya Ozara bir belgili
gineldilen kompleks tekizligi 6zline sekillendirydr we egrilerin
arasyndaky bur¢ saklanyar,z tekizligin &hli yerinde drob —
cyzykly 6zgertme konformdyr.

Indi drob — c¢yzykly Ozgertménin hereketlenmeyéin
nokatlaryny tapalyn. Hereketsiz nokatlar f (z)=z denlemeden
kesgitlenyir,yagny (6)-njy formulany hasaba almak bilen

az+b

zZ= ,
cz+d
bu denlemainin kokleri dendir:
a—d++a?—2ad+d?+4bc o)
2c '

(9)-njy formuladan drob — ¢yzykly 6zgertménin ikiden
kop hereketlenmeyin nokady bardyr.Eger (a-d)?+4bc=0,onda
ikeldilen hereketsiz nokada eye bolyarys.

Indiki teorema biri-birinden tapawutlanyan iki sany

Vva—da cz?+z(d—a)—b=0;

ZLE =

drob — cyzykly funksiyanyn bolmayandygyny
anladyar.Teoremany subutnamasyz gecirelin.
Teorema 1.

Eger iki sany drob — ¢yzykly funksiyalar ii¢ sany diirli nokatda
gabat gelseler,onda olar toZzdestwalydyr.

Bu getirilen teoremadan &hli drob - c¢yzykly
funksiyalaryn ii¢ diirli nokatda 6z Dbahalary bilen
kesgitlenyindigini gérmek bolyar.

Drob - g¢yzykly funksiyanyn hésiyetine ginisleyin
seredelin.Goy, z-tekizliginde z1,z2,z3 nokatlar we w tekizliginde
W1,W2,W3 nokatlar berilen bolsun.Hemise w(z) drob — ¢yzykly
Ozgertméanin z1,22,z3 nokatlar wi,wz,w3z nokatlara ge¢yan bolsun.
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Goy,dhli  nokatlar  tiikenikli,(1 (z)  Ozgertmaini
tapalyn,yagny (1(z1)=0,{1(z2)=0c we (1(zz)=1.Umumy halda
drob — ¢yzykly funksiya asakdaky gorniise eyedir.

(]_az+b
¢1(z Ccz+d

(1(z1)=0 sertden: azy+b=0,yagny b= - az; alarys. (1(z2)=w
sertini hasaba alyp cz2+d=0,d= - cz, alarys.

Tapylan bahalary b we d-ni {i1(z) 6zgertmede ornuna goyup
alarys:

a z—2z,
(;(z2)=— .
C Z— 2,
% gatnasygy (1(z3)=1 sertden peydalanyp taparys:
a zg - 2'1 . a Zg - Zl
l=—rm—, buverden —=1:.——.
Gutarnykly halda {1(z) agakdaky gorniisde yazylar:
—Zy I3~
(,(2)= . (10)

I—1Z, Z3— I,
Edil suna menzeslikde:
W — Wl Wa - Wl

G(w)= : (11)

W—W, Wy —W,
Ozgertme W1,W2,w3 nokatlary z — tekizlikde 0,00 we Inokatda (>
tekizlikde 6zgerdyir.
Onda w=¢2({1(z)) ozgertme,bu yerde ¢2(z) funksiya
{(2) funksiyanyn tersidir, z1,22,z3 nokatlary wi,wz,ws nokatlara
6zgerdyir.Bu 6zgertme (>(W)= (1(z) gérniisde ya-da
Z—Zy E3—Z4 W—W; Wy —W,

(12)

I—2Z, Z3—Z, W—W, Wy—W,
gorniisde yazylyar.
(12) formula haganda zi we w; cetki nokatlaryn yagdayynda
ulanylyar.
Goy,indi nokatlarynn biri,mysal iicin Z1 oo bilen gabat
gelyan bolsun.Onda , (1(z) asakdaky gorniisde yazarys.
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Z3

——1 P 1
z 2
(;1(z) = P zg S
21 nokady oo-€ ugrukdyryp {, (z) = 22 2 Alarys. Gi(2)= Ga(w)

Ozgertme bu yagdayda asakdaky gomusde bolar:
1 W—W;, Wy —W,

: = : . (13)
Z—Z, 23— Z, W—W, Wy—W,

Aydylanlardan  gorniisi  yaly drob — ¢yzykly
funksiyanynn dogry gurnalysy 71,22,z3 berilen nokatlaryn w
tekizligin w1,W2,w3 nokatlaryna sekillenmegi: eger haysydyr bir
Zi ya-da w; nokatlar oo bilen gabat gelyidn bolsa,onda (12)-
denlemede z; ya-da wi nokatlara giryan agzalar alynyar.

Indiki teorema drob — ¢yzykly funksiyanyn aylawly
gurnalsyny gorkezyar.

Teorema 2.

Drob — ¢yzykly 6zgertmede W = ks

cZ+
gifieldilen z-kompleks tekizligi towerege gecydr we W
kompleks tekizligin goni ¢yzygyna diisyar.Sunlukda towerekler

b .
S towerek we goni ¢yzyk

we goniler z tekizlikde 2 = —i polyus arkaly gecyiar we w
tekizlikde goni ¢yzyga gegyir,galanlary bolsa towerege gecyar.
Subutnama. z tekizlikde toweregiii umumy denlemesi
asakdaky gorniisde bolyar:
A(x2+y?) +2Bx+2Cy+D =0 (14)

hususy halda A=0 bolyar.
(14)-nji denleméni 6zgerdip, A=0 bolsa alarys:

2B B? ZC C?
I +Ex+ﬂ2 ¥y I'}—Fﬂz

ya-da

A ——+—-D,

A A
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2

( +B)2+( +C) —BEJFCQ_AD A#0 15

(15)-nji denleme toweregin denlemesi bolar yaly A#0 we

B2+C? — AD>0.Eger A=0 we B?+C?>0 bolmagy zerur we

yeterlikdir,onda (14)-nji denleme goni ¢yzygy anladyar.
Toweregin umumy defilemesini kompleks formada

yazarys.Seyle hem X =?, Y === bolsaonda (14)-nji
]

denleme asakdaky gorniisde yazarys:

Azz+Ez+E3+D =0, (16)
bu yerde E=B+|C.

(16)-njy denlemani toweregin serti bolmak serti:
A#0, EE-AD=0
(17)
Bu yerde A we D — hakyky sanlar.Eger:
A=0 we E#0, (18)

onda (16)-njy defileme goninin defilemesi bolar.

b
az+d - kébir drob — ¢yzykly funksiya.

Goy,w =

cZ+
¢#0 bolan yagdayynda drob — ¢yzykly funksiya goni ¢yzyga
gelydr,onun {icin bolsa towerekleyin hisiyete eyedirw —
funksiyany asakdaky gorniisde yazalyn:

a 1bc—ad
W=—+- :
¢ ccz+d

(19)

(19)-njy denlemeden w — funksiyanyn komegi bilen ii¢ sany
Ozgertménin yzygiderliligini aiiladyar:
1)Cyzykly 6zgertme z1=cz+d;
. e . be—ad
2)Ozgertme Z, = —, bu yerde e = ;

zq c

3)Cyzykly 6zgertme W = %‘F Z5.
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1) we 3) oOzgertmeler towerekleyin hésiyete
eyedir.Seylelikde w(z) — funksiyanyn komegi bilen bu
hésiyetler alynyar.Difle 2) 6zgertménin towerekleyin hisiyete
eyedigini gérkezmeli.Onun ii¢in:

w=1/z (20)
Ozgertma seredelin.
w — tekizlikde towerekleyin sekillenmegi iicin agsakdaky
denileme bilen kesgitlenyar
Dwiv + Ew + EW + 4 = 0, (21)
egre (16)-njy deleme Z = = gogsak,onda (20)-nji defleméini
alarys.

(21)-nji denleme 6z gezeginde toweregin ya-da goni
cyzygyn detilemesini afiladyar.Bu denileméni dernéli.

1.Goy,D#0 bolsun,bu bolsa berilen egrinin z-tekizlikden
gecip  koordinatalar  baglangyjyndan  ge¢meyéindigini
anladyar.Goy,berilen egri — towerek,seyle hem (17)-nji sertde
yerlesydar.Onda (21)-nji denlleme {igin D#0 sert yerine
yetyiar,EE- AD>0,seyle hem (21)-nji deflleme toweregin
denillemesini anladyar.

Seylelikde, z-tekizlikde koordinatalar baslangyjyndan
gegmeyan dhli towerekler (20)-nji funksiyanyn komegi bilen
w-tekizlikde towerege gecyar.

Goy,indi (21)-nji denleme icin (18)-nji sert yerine
yetsin,onda berilen egri z-tekizlikde goni ¢yzyk bolar.Bu
yagdayda EE - DA = EE >0, D#0,seyle hem (21)-nji defileme
towereginl defilemesi bolyar.

1
Seylelikde,gontiler W = - sekillenmede towerekde w-
=4

tekizligi koordinatalar baslangyjyndan gecer.
2.Goy,D=0 bolsun.(21)-nji denileme bu yagdayda
Ew+Ew+4=0. (22)

gbrniisde bolar.
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Eger berilen egri z-tekizlikde tdwerek bolsa,onda
A#0,EE - AD >0 sert yerine yetyir,onda (22)-nji deileme
koordinatalar baslangyjyndan ge¢yén goni bolyar.

Seylelikde,z-tekizlikde towerek koordinatalar
baslangyjyndan ge¢yar.z-tekizligin goniileri bolsa koordinatalar

baslangyjyndan gecip W-tekizligin goniisine gecyér.Drob —
b d

cyzykly w(z) = az:d funksiya Z = — — nokadyn polyusyna
cZ S

eyedir, sonun {icin yokarda aydylanlaryn hemmesi z=0 nokat

. d
icin £ = — — nokat alynar.
c
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I BAP
1. Lyapunowyi ikinji usuly

Lyapunowyn ikinji ya-da goni usuly c¢yzykly dél
differensial denlemelerinin  ¢ozgiilerinin  durnuklylygyny
denillemelerin  6zlini ¢dzmezden barlamaga miimkingilik
berydar.Mundan byldk biz differensial deylemelerin awtomat
ulgmynyn triwial ¢ozgiisinin durnuklylygyny barlarys, yagny
denileme ulgamlarynyn asakdky gorniisini,

dx
E_f(x) (1)
Nirede
_x1 _
' | S x,)
,f(X) _|:f;l(x1’”"xn):| (2)
_xn_

Sol bir wagtda n-cakly gifislikde bir ndge gilibergek
G ||X|| < H oblastyn ahli argumentleri boyunga
J1(x)5e.0s x, )i =1.2....n) funuksiyanyn lizniiksiz hususy
yasamasynyn bardygyny cak edyir.

Bu yagdayda G oblastynn denlemelerin ulgamlary (1)
barlyk teoremanyn we ¢Ozgiinin yeketédkligini
kanagatlandyryar. ~ Ulgamyn (1) trawial  ¢0zgiisinin
durnuklylygyna seretmezden on kéabir tdze disiinjeleri
girizelin.
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Alamaty kesgitlenen we alamaty hemiselik
funuksiyalar

Bu oblastda x,,...,x, iiytgedijiler boyunca {izniiksiz
hususy yasamasy bilen G:||X||SHOb|aStda kesgitli  we

lizniiksiz V(x,,...,x,) funuksiyasyna seredelin
V' (x)funuksiyasyna gorkezilen G oblastda alamaty gosmak
(alamaty ayyrmak) diyilyér, egerde islendik
X <GV (x)=>0(V(x)<0)bolsa
Egerde islendik X <G {gin
V(x)>0(V(x)<0)galybersede V(x)=0 sonda difie, hagan
X =0 bolanda G-nifi sol oblastyndaky V(x)funuksiyasyna
kesgitli polozitel (kesgitli otrisatel) funuksiyasy diyilyar.

Birinji tipli V (x)funuksiyasyna alamaty hemiselik ikinji
tipine alamaty kesgitlenen diyilydr. Meselem, V(x)=(x, +x,)’
funuksiyasy gosmak alamaty diyilydr, sebébi bu funuksiyadaky
kop sanly nollar x, =—x, goni funuksiyany gorkezyir, yagny

V(x)=0 funuksiyanyn x, =—x, goniii golayyndaky alamaty
V(x)=(x,+2x,)° funuksiyasy kesgitlenen gosmak bolar,
sebdbi V(x)=0, dite x, =0 we x,=0 emma x, wex, -nifi
basga ullugynda V(x)>0,

Bu funuksiyalar iicin H-ninn bahasy gerek ululyklarda
alynyp biliner, 7 (x)=(x," +2x,)* —(x,))* funuksiyasy hem
kesgitlenen gogsmak bolar, yone H-ift bahasy bu yagdayda 6rén
ujypsyz bolar, has takygy x, <2 densizlik berjay edilmelidir.
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grad V(x)
F(x)

N

V(x)=C

xy

Surat 1
Bu yagdayda V' (x) funuksiyany kesgitli gosmak ya-da
gosmak alamatlylygyny ylize ¢ykarmak kyn meseledir. Bu
yagdaydaky kesgitlilik alamaty yeiillik bilen hasaplanylyar,
egerde V' (x) Funuksiyasy kwadrat sekilde bolsa,
Goy V(x) funuksiyaly kwadrat formada gorkezilsin,

yagny V(x)= Zd,.jxixj;

i,j=1

Egerde V(x) funuksiyanyn kwadrat formasy polozZitel
bolsa, onda bu funuksiya gosmak kesgitlidir.

Egerde dhli diogonal minorlary we matritsalary gosmak
bolsa, dine sonda kwadrat formasy gosmak kesgitlenen bolar.
V' (x) alamaty kesgitli funuksiyasyna geometrik
interpretasiyasy berelin. Yonekeylik iigin iki itytgedijinin
V(x, x,) funuksiyasyna seredelif.

X,, X, tekizlikdaki V(x,x,)=C ¢yzygy bolup, ol
yerde C-bir nége sandyr 6z i¢inde koordinatyn baslangyjyny
saklayan yapyk gytandyr. C=0 bolanynda V(x,x,)=C
gytagy koordinatyn bsyna tarap cekilydr. Goy £&(¢) basdaky

g (to) =X
Serti kanagatlandyryan ulgamyi nirnidce ¢ozgiisi bolsun.
V(x) funuksiyanyn ulgayn (1) giiyjine t wagt boyunca doly
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yasamasyna % =—V (@), o funuhksiyasy diyilyar ya-da
doly yasama formulalaryny hasaba alyp;

dv &HO0vox, ¥
a2 a—xlz ;—f(X -X,) (4)

Formulada (4) gorniisi yaly ulgam giiyjinin % yasama

&(t) -1 saylanyp alynan ¢ozgiisine bagly bolman, ol X nokadyn

funuksiyasydyr,egerde seyle belgi girizilse
o oy . v =grad V, onda anlatma (4) seyle edip yanadan
8x1 8x2 8x

yazmak bolar:

% =gradV, f(x) (5)

Formula (5) ulgamyn (1) giiyjine % yasamaly grad V,
wektoryn tdze tizligi F(X) wektoryna skalyar kopeldilmesine
dendir. Egerde n-¢endéki giniglikddki V (x)=C iste seretsek,

onda % > 0 mahalynda ulgam (1) fazaly trayektoriyaly bu {isti

V(x) funuksiyanyn kopelyén tarapyndan, emma % <0, bolsa

onda azalyan tarapyndan kesip ge¢yér. V' (x) gosmak kesgitli
funuksiyanyn ulgamyn gilifjjine yasamasy ayyrmak kesgitli
yada ayyrmak alamatly bolan funuksiya Lyapunowyii
funuksiyasy diyilyir. Indi bolsa differensiyal defilemelerin (1)
awtonomiya ulgamynyn triwil ¢ozgilisinin durnuklylygy we
durnuksyzlygy baradaky Lyapunowyn teoremasyna seredelif.
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2. Durnuklylyk baradaky Lyapunowyn teoremasy

Teoremal. Egerde denlemelerin ulgamy (1) iicin
ulgamyn giiyjine (1) bolan yasamasy ayyrmak alamatly bolsa
kesgitlenen gosmakly V(x) funuksiydasy barr bolsa, onda
ulgamyn (1) triwial V(t)=0, ¢ozgisi Lyapunow boyunca
durnuklydyr.

Subutnama. Teorema subut edilende triwial ¢ozgiinin
durnuklylyk kesgitlemesinden ugur alarys. E>0 yasama sanyny
alalyn we ||X|| = E gatnasygy kanagatlandyryan X-in kop sanly
bahasyna seredelin, Belldlin

infV(x)=a >0
(6)
= ¢

V (0) = 0denligi sebéapli V' (x) fuuksiyadan gorniisi yaly

n-e ¢enli ginislikde x,,...,x,,V (x) <« egerde

|<p (7)
||8(t0)||< f Basdaky serti kanagatlandyryan ()

[x

ulgamyn birndce ¢ozgiisine seredelin V(g(¢)) funuksiyasy bu
cozgiinin golayyndaky 0Osydn t funuksiyasy bolar, sebidbi

ulgamyn giiyjine % yasama gosmak déldir.
Diymek, islendik ¢ > ¢, densizlik yerine yetyar.
V(EW) <V (E()) <ea (8)
Islendik ¢ > ¢, licin

le®] <& ©)
Deiisizligin adalatlydygyny gorkezeris.
Hakykatdanda, goy birnédge ¢ > f,wagtyn pursatynda
V() 2IinfV(X)=«a
(L (10)
x| =&
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Derilemesi yerin yetirilydr diyelin, bu bolsa densizlik (8)
garsy bolyar.
Teoremanyn subutnamasyndan gorniisi yaly ¢=¢,

bolanda ||§(t0)|| < f densizligi adlatly bolar.Onda bu berilen
e>0san boyunca «a =inf V' (x)kesgitleyirler somira bolsa
||§(t)|| < f sertini dhli £(¢) ligin kanagatlandyryan V(e(t )<«
bolar yaly edip £ > 0saylap alyarys.

3. Asimtotiki durnuklylygy barada Lyapunowyii
teoremasy

Triwial ¢Ozgiinin asimtotini durnuklylygynyn srtini
Lyapunowyn ikinji teoremasy dikeldyar.

Teorema2. Goy differensiyal denlemelerin ulgamlary
(1) tcin yasamaly ulgamlaryn giliyjine ayyrmak kesgitli bolan
gosmak kesgitli 7 (x) funuksiyasy bar bolsun. Onda ulgam (1)
triwial ¢ozglisi V(t)=0 Lyapunow boyunga asimtotiki
durnuklydyr.

Subutnama. Triwial ¢6zginin asimptotik durnuklylygy

seyle zady anladyar; 1) V(t)¢ozgisi

lee))| < H defisizligi kanagatlandyrsa , onda
lim,,.. [¢(®)]=0;

Seylelikde ulgam (1) triwial ¢6zginini asimptotik
durnuklylygyny subut etmek {i¢in ilki bilen bu ¢ozginin
durnuklylygyny, ondan basgada limt_)m”g(t)” =0; &)

¢ozginin islendik ¢ozgisi Ugin #=¢, bolanynda deisizlik
||<’3(t0 )|| < H kanagatlandyryandygyny subut etmeli;
Indi bolsa ulgam (1)-itt ¢ =1, bolanyndaky [&(z,)| < H

denisizligini kanagatlandyryan &(¢)-yi yazmaly triwial dél
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¢ozillisine seredelii  we  lim,, [le(z,)|=0; deiidigini
gorkezelin.
Sonuni iigin V(x)bu ¢ozginin toweregindiki tertibini

owrenelin. V' (x) funksiyanyi 6;—1:< 0; ulgamyn giiyjine

yasamasy su bolsa, onda V( &(t)) funksiyasy t-nn Osen
mahalynda  &(¢) ¢Ozginin golayynda yuwas-yuwasdan
azalyar. Bu funksiya asagyndan ciklendirlendir, sebidbi
teoremanyn V(x)>0 ;
Her bir asagyndan ¢éklendirlen, yuwasjadan peselydn
islendik funksiyanyn belli bir ¢égi bardyr.
Diymek, asakdaky predel ofla mysalsyr:

lim,,,,V(s®) =a>0; D

a=0; dendigini subut edelin. Goy a >0onda
le(®|=B>0; &nli ¢>¢, igcin diyelii. Hakygatdanda,
egerde k — cobolanynda le@)]| —>0;  {t,}—+oo

yzygiderli ululygy bar bolan bolsa, onda
V(e,))—>0; k—0 bolar. Bu a>0 tassyknamasyna garsy

bolyar.
”8(1‘)” >f>0; sertden % yasamanyn ayyrmak

kesgitliliginden ugur alyp:
FED) . _,00, (2
dt

nirde ¢ >0 -birnige biitin san, onda

d V(«?(t )

Vie)-V(e(t,))) = I ———=dt<—-p(t—t,); (13)
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(13) densizlikden alarys:
V(e@®) <V (e(t,) -0t =1,) ; 14)

Has uly t-de V(e(t))<0 densizligi adalatlydyr, bu
V(x) funksiyanynn gosmak kesgitlilik sertine garsy c¢ykyar,
diymek :

lim_, V(s@®)=0; (15

lim|e] =0 ; defidigini subut edeliti. Goy  {t}— +oo
yzygiderligi bar diyeli (t — +oo)bolanynda.

4. Durnuksyzlyk barada Lyapunowyi teoremasy

Ulgamyn (1) triwial ¢Oziilisinin  durnuksyzlyk
teoremasyny subut edelin.

Teorema 3. Egerde denilemeler ulgamy (1) iigin
tiznikksiz ~ V(0)=0; sertini kanagatlandyryan, yasamasy
ulgamyn giiyjine alamaty kesgitli, galybersede, koordinatyn
basynynt islendik yerinde nokady bolan we ol nokatd

V' (x) funksiyanyn alamaty onufl yasamasynyn alamaty bilen
gabat gelydn bolsa, onda ulgamyn trieial ¢ozgisi Lyapunowyn
aydysyna gord, durnukly daldir.

Subutnamasy. Goy ||x|| <H densizligi
kanagatlandyryan kop sanly nokat V(x) funksiyanyi ulgamyn

giliyjinin % yasamanyi alamatly kesgitlenen (oblastdyr)

0 >0 nige az bolsada &(r) ulgamyn ¢ozglisiniii bardygyny
gorkezelin. ¢=H diyip saylalyn. Kesgitlemek iicin goy

@>0 bolsun. &(¢,) basky nokadyny V(g(¢))>0 bolar

dt
yaly edip saylap alalyn. Teoremanyn sertine gord seyle saylap
almak &(¢,) elmydam miimkindir. Indi bolsa basky saylanyp
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alynan serti kanagatlandyryan &(¢ ) ¢6zgd seredelin. % >0

yasama ¢&(¢ ) ¢Ozginin golayynda diyeli, onda V(&(z))
funksiyasy bu ¢0zginiin uza boyuna Oser. Diymek (16)
V(e(t)) 2V (e(t,)) ; haganda ¢t >, bolanda;
Densizligi ~ (16)  &(t) koorddinatynn ~ basynda
yakynlagmayanlygyny goryaris yagny
||g(t)|| >a>0; a7

%-nifl kesgitli  gosak  funuksiyalylygy zerarly

a<|x|<H Oblastynda av(e(t) > >0 densizligi

v
‘ dt

kanagatlandyryar.

Biz haysy hem bolsa t, —in  bir momentinde
Hs(t)H >H; den bolup biljekdigini gorkezelin

Hakykatdanda goy te[to,oo] ahli bahalary {i¢in
Hg(t)H <H; deisizlik adalatly bolsun.

Yone

(18)

Gorniisi yaly V(s(t)) funuksiyasy t—>oco bolanynda
ciksiz Osyar.
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4. Birinji yakynlasmak dernlemesi boyunca
durnuklulygy barlamak

1. Birinji  yakynlagmagyn  denlemesi.  Goy,
awtomatiki sazlayjy ulgamyn tertibi differensiyal denlemelerin
ulgamlary bilen beyan edilsin.

Ondan basgada koordinatyn baslangyjy
deftagramlyk  yagdayy bolsun. Yokarda gorniisi yaly
denagramlylygyn islendik yagdayynyn durnuklulygyny bu
vagdaya iiygedijileri layyk ¢alysmak arkaly getirip bolar. Goy,

funuksiyalaryn haysy hem bolsa bir
oblastynda {iizniiksiz hususy yasamasy bolsun diyeli.
Wektor funuksiyasy kompinenti bolan funuksiyny
koordinatyn bas golayyndaky Teylor setirlerine dargadalyn.

Nirede emma funuksiyalarda dargadyjy
cilenleriil gord birinji iiytgedijisi bar we sonu {i¢in

Ulgam (1) denleme (2) hasaba alyp ony seyle gorniisde
vazyp bileris.

Nirede san matritsasy wektor sitin ~ bolar
asakdaky serti kanagatlandyryarlar

Hemiselik koffisyentli cyzykly differensiyal
denillemeleriil ulgamy

(4) denleme ulgamy ii¢in, diymek, ulgam (1) {icin hem
birinji golaylasyk ulgamydyr.

5. Birinji yakynlasma boyunca durnuklulyk barada
Lyapunowyn teoremasy

Kop halatda ulgam (1) triwial ¢6zglisinin durnuklulygy
barada birinji yakynlasma defilemesi boyun¢a maglumat almak
bolar.

Teorema. Egerde wulgam (4)-in A  matritsanyi
hisyetnamaly denlemesinin dhli kokleri ayyrmak maddy
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bolekli, yagny bolsa, onda ulgam (4)-in
triwial ¢6zgiisi Lyapunow boyunga asimptotiki durnukludyr.

Subutnama. Deilemelerin  (4) ulgamynyn triwial
¢Ozgiisininn durunuklylygyny barlalyn. Cyzykly
ozgerdelin, bu 6zgerdisinin T matritsasy  emele  gelmedik
(6wriilmedik) diyip hasap edelin. Onda ulgam (4) asaky
gorniise eye bolar.

Teorema. (7) esasynda A matritsanyn takmynan dioganal
gorniige geler yaly edip, T matritsany saylap olar yaly etmek
bolar, yagny

Bellalin

Onda deilemelerin ulgamy (7)-ni asakdaky yaly edip
yanadan fiazyp bolar.

Cyzykly dal boleginin (5) serti kanagatlandyryandygyny
gorkezelin, yagny

Hasyetlendiriji denleménin kokleridir. Bu koklerden
baggada hisyetlendiriji denileménin koki hem bardyr.
Uytgedijileri galsyp (37) alarys.
(40) denleme ulgamyny koordinatlar boyuncga yazalyn.
Nirede

Lyapunowynt funuksiyasyny asakdaky gorniisde edip
gocrelinl.
(41) ulgamyn giiyjine funuksiyanyn yasamasy bolar.

Denligi yerine yetirler yaly edip saylap alalyn, yagny
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Egerde bolsa koffisyentleri (45)(46) denlemeleri
Derntsizligi  (16) koorddinatyn  basynda
yakynlagsmayanlygyny goryaris yagny

-nin kesgitli gosak funuksiyalylygy zerarly
Oblastynda densizligi kanagatlandyryar.
Biz haysy hem bolsa —ifi bir momentinde deni bolup
biljekdigini gorkezelin
Hakykatdanda goy  dhli bahalary {i¢in
densizlik adalatly bolsun.
Yone
Gorniiodi yaly  funuksiyasy bolanynda ¢éksiz osyir.

6. Birinji yakynlasmak derfilemesi boyunc¢a
durnuklulygy barlamak

2. Birinji  yakynlagmagyn  deiilemesi.  Goy,
awtomatiki sazlayjy ulgamyn tertibi differensiyal denilemelerii
ulgamlary bilen beyan edilsin.

Ondan basgada koordinatyn baslangyjy
denagramlyk yagdayy bolsun. Yokarda gorniisi yaly
denagramlylygyn islendik yagdayynyn durnuklulygyny bu
yagdaya tiygedijileri layyk ¢alysmak arkaly getirip bolar. Goy,

funuksiyalaryn haysy hem bolsa bir
oblastynda iizniiksiz hususy yasamasy bolsun diyeli.
Wektor funuksiyasy kompinenti bolan funuksiyny
koordinatyil bas golayyndaky Teylor setirlerine dargadalyn.

Nirede emma funuksiyalarda dargadyjy
cilenlerini g0rd birinji iiytgedijisi bar we sonun {li¢in

Ulgam (1) denleme (2) hasaba alyp ony seyle gorniisde
yazyp bileris.

Nirede san matritsasy wektor siitin ~ bolar
asakdaky serti kanagatlandyryarlar
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Hemigelik koffisyentli cyzykly differensiyal
denlemelerin ulgamy

(4) deiileme ulgamy {igin, diymek, ulgam (1) {igin hem
birinji golaylagyk ulgamydyr.

7. Birinji yakynlasma boyun¢a durnuklulyk barada
Lyapunowyi teoremasy

Kop halatda ulgam (1) triwial ¢ozgiisiniit durnuklulygy
barada birinji yakynlasma detilemesi boyunga maglumat almak
bolar.

Teorema. Egerde ulgam (4)-in A matritsanyi
hésyetnamaly defillemesininn &hli kokleri ayyrmak maddy
bolekli, yagny bolsa, onda ulgam (4)-in
triwial ¢6zgiisi Lyapunow boyunca asimptotiki durnukludyr.

Subutnama. Deinlemelerin  (4) ulgamynyn triwial
¢ozgiisinin durunuklylygyny barlalyn. Cyzykly
ozgerdelin, bu 6zgerdisinin T matritsasy  emele  gelmedik
(6wriilmedik) diyip hasap edelin. Onda ulgam (4) asaky
gorniise eye bolar.

Teorema. (7) esasynda A matritsanynl takmynan dioganal
gorniige geler yaly edip, T matritsany saylap olar yaly etmek
bolar, yagny

Belldlin

Onda denlemelerin ulgamy (7)-ni asakdaky yaly edip
yatladan nazyp bolar.

Cyzykly dil boleginin (5) serti kanagatlandyryandygyny
gorkezelin, yagny

Hasyetlendiriji denileménin  kokleridir. Bu koklerden
basgada hisyetlendiriji denileménin koki hem bardyr.

Uytgedijileri ¢alsyp (37) alarys.
(40) denleme ulgamyny koordinatlar boyunca yazalyn.
Nirede
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Lyapunowyn funuksiyasyny asakdaky gorniisde edip
gogrelin.

(41) ulgamyn giiyjine funuksiyanyil yasamasy bolar.

Deiligi yerine yetirler yaly edip saylap alalyi, yagny

Egerde bolsa koffisyentleri (45)(46) denlemeleri

le) 7 lle Ty _ ez
DY ¥ 0l 71

y||— 0;bolan  mahalynda  denlleme (5) gord
b

Hakaykatdanda

le(Ty)|

731
Triwial ¢ozgiinin durnuklylygyny subut etmek {ii¢in
Viyy=y*y , funksiyany guralyi, nirde

_yl

— 0; denleme (10) adalatlydyrz

v=lo =Dy ) Seylelikde, V(y)=(yi) -

i=1

L Vn ]
gosmak kesgitlenen funksiyadyr.
Deinlemelerin ulgamy (9) giiyjini V(y) funksiyanyn
wagty boyunca doly yasamasyny hasaplalyn.
dv_ . dy dy*
11);
dt =y dt dt Y (3

indi diag [4,....,4,]= 4 ; belgini girizelifi ; onda
dy

o YA+ +e (v (12)
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Detilemeleri ulgamy (9) ikitarapynyda y”-e kdpeldelif,
denllemelerin  ulgamy (12)- y-e kopeldip, alynan ululygy

gosalyi:
dv * * * * * * .
Ty Dy ey (c+oy+[y v+ ol

di
(13);
Redi=¢a, <0; [i =12...., n] serte boyunca, onda
A+ = 2diag[a1,...,an]; we

VRO + 2y =23 vay, =23 alv[ <—2aV:
i=1 i=1
(14)
nirde —a =max ¢, ;
(13) anlatmadaky ikinji gosulyjynyfi normasy boyunca
baha berelii :
[ e+ <y lele™ | vl < 2ev

(15)
||y||:(i (yl.)z)% ewklid normasy boyun¢a , onda
i=l

V=|y|"; Deileme (13)-diki iiciinji gosulyjynyii normasy
boyunca baha berelifi, onda alarys
)+ 0y <y Tw) +H () Iy <2ev
I v
(16)

egerde y bu serti, yagny |[y|<h kanagatlandyrsa:
Hakykatdanda (5) sertden gorniisi yaly islendik &>0 iigin
lw )

I
adalatlydyr. (14) (16) denisizliklerden gorniisi yaly

h>0-in seyle sanyny, yagny <0 densizlige
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dv
— L2V (-a+2¢ 17
o ( ) (17)

Yagny % yasama koordinatyn baslangyjyndaky

birnd¢ce das-towerginddki ayyrmak kesgitlenen funuksiyadyr.
Seylelikde gosmak kesgitlenen funuksiya V' (y) guruldy, onuil
yasamasy ulgam (7) ulgam giiyji ayyrmak kesgitlenendir.

Teorema layyklykda ulgam (7)-nin triwial c¢ozgiisi
asimptotik  durnuklydyr, diymek ulgam (4)-in triwial
cozgiisinde asimptotiki durnuklydyr.

Teorema 2: Egerde A matritsanyn hésyetlendiriji
deiilemelerinin koklerinin iginde bolmanda biri gosmak maddy
bolekleri kokli bolsa, onda ulgam (4)-in triwial c¢ozgiisi
durnuklydyr.

Teoremany subutnamasyz getirelin. Bu teoremanyn
subutnamasy edil owalky edilen subutnamamyza menzesdir.

Egerde hdsyetnamaly defilemelerini koklerinin i¢cinde nol
we arassa hyyaly kokler bar bolsa, onda birinji yakynlasma
deiilemesi (4) boyunga triwial ¢ozgiinin durnuklulygy barada
hi¢ zat aydyp bolmaz. Bu yagdayda triwial ¢ozgiinin kritiki
(tankydy) durnuklulygy we durnuksuzlygy dine ¢(x) ¢yzyksyz
bolegine bagly bolar. ¢(x) dogry almagyn {isti bilen ¢dzgiini
durnukly ya-da durnuksyz edip bolar.

9. Cyzykly dil awtomatiki sazlayjy ulgamlaryn
durnuklulygyny Lyapunowyi ikinji usulynyin kémegi
arkaly barlamak

Cyzykly diil ulgamlaryn deiilemesi. Denagramlylyk
yagdayy
Cyzykly dal klasly awtomatiki sazlayjy ulgamlaryn
denagramlyk yagdaynyn durnuklulygynyn Lyapunowyn ikinji
usuly arkaly dernelsine seredelin. Cyzykly dél atomatiki
sazlayjy ulgam ¢yzykly sazlayjy ulgamdan we ¢yzykly dél
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sazlayjydan duryar. Sazlanyan desganyil tertibi hemigelik
koffisyentli differensiyal denlemelerin ¢yzykly ulgamy arkaly
beyan edilyir, ol seyle gorniisde bolar:

dx

i A (1)
1

nirde *=|- sazlanyan desganyin yagdayyny
_xn_

hésiyetlendiryidn wektor koordinat;

Y- bu sazlayjynyn sazlanyan desga edyédn tédsirini
hésiyetlendiryéin skalyar koordinatdyr;

A matrisasy emele gelmedik (6wriilmedik) (det40)
hasap edilyér. Sazlayjynyi diiziminde ¢erwomehanizmi bolup,
onun deiilemesini seyle yazmak bolar:

dy _
G Ty =/ . 2)

we yalilys signalyny doredydn duygur elementden
duryar:

X= CT)C —ry. (3)
r_

nirde , ¢ 7 [01,62""’011]-hemiselik koefsentlerin
wektory, r-ters aragatnagygyn skalyar parametirleri;

T &) cyzykly dil funksiyasyna degisli:

J(0)=0. Zf(X)>0. egerde Z;tO;

2#0 polan mahalynda /&) funksiyasy iizniiksiz
diyilip hasaplanylyar, emma z= O; nokatda birinji derejeli
iizlilma rugsat berilyar.
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Ay cyzykly dél funksiyasynyn bu klasy ¢yzyksyz

elementlerin kdp sanynyn stati ndsazlygyny 0z i¢ine alyar.
Deiilemeler (1),(2),(3)-in  bileliginde beyan edilen
¢yzykly ddl ASU-1 diiziim shemasy suraty;

Indi bolsa A matrisanyin hésiyetnamaly denlemesinin
kokinin hidsiyetine baglylykdaky seredilydn c¢yzykly — dél
sazlayjy ulgamyna asakdaky klassifikasiyany girizelin.
Awtomatiki sazlayjy ulgamy:

1) Hususy durnukly bolar, det(4—AE)=0;
hésiyetlendiriji denleméninn #hli koklerinin ayyrmak hakyky
bolegi bolsa, yagny , Re 4, <0G =1,2,...,n) X

2) Xi> X255 Xk koordinatlary boyunca garagsyzdyr,

haganda ReA =Red, =..=Red, =0; hisiyetlendiriji
deiilemédnint galan kokleri ayyrmak hakyky biileklerden
duryandygydyr.

3) Hususy durnuksyzdyr, egerde héasuyetlendiriji
denilleméniii bolmanda bir kokinii gosmak bdlegi bar bolsa;
Indi bolsa det(4—4 E)=0; hésiyetlendiriji deilemdnin koki
yonekeydir  we asakdaky  serti  kanagatlandyryar:
Re4, <0(=12,..n) yagny c¢yzyksyz ASU-y hususy
durnuklydyr ya-da bir koordinat boyunga bitarapdyr.

Denagramlyk yagdaylary ¢yzykly algebraik denilemelerin

¢ozglisi hokmiinde seredilyér:
Ax+by =0 a,y=f(Z),c'x-ry=%.
(4)

Denagramlyk vyagdayy kesgitlemek iicin komekei

deiileme ulgamlaryna seredelin:
Ax+by=0,c" *x—ry=3 (5)
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Goy ulgam (5)-in kesgitleyjisi nula den dél diyeli;

& Bjpendy B
a,, 8y,...,a,
.............................. #0 (6)

Bu yagdayda ulgam (5)-in yeketik ¢ozgisi bolar. Ony biz
Kramerin diizgiini boyunca kesgitlalin:

Xy =Ak2(k=1,2,...,n),y:BZ (7)’

Nirde

a'nl"'a‘nk—l a‘nk+1 ann b

A( — (_l)k+n+l
o 8y By
anl "a'nn bn
C,..nC, —T
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e &y, by

Egerde a,=0, onda ulgam (p)-in ikinji
denilemesinden bolusy yaly £=0,

we denlleme (7)-4 layyklykda alarys: x, =0(k =1,2,...,n)
we y=0;

Seylelikde (8) differensial deiilemeler ulgamy

x,=0;y=0 8
kordinataly yeketdk defiagramly haly bar bolar. Egerde
a, #0, onda (4) denlemeler ulgamyn bir ndce ¢dzgiisi bolup
biler. Hakygatdanda, denlik (7) hasaba alyp, (4) ulgamyn ikinji
denllemesini, asakdaky yaly edip yaniadan yazyp bolar:
Ba,>= f(%); 9)

Bu denileménini  Ba, ululygyn alamatyna baglylykda
birndge ¢cozgiisi bolar.Egerde Ba, <0, onda (9) defileménin
yeketik ¢ozgiisi =0, bolar. Olary Z,,....%2, bilen belldlin,
onda (4) deiilemeler ulgamynyn hem m ¢ozgiisi bolar, ol ¢ozgi
denlikler bilen kesgitlenyar:

X, =4 (k=12,.,n),y, =bZ,(i=12,...,m);
(10)
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Seylelikde, f(X) cyzykly dél funksiyanyn gorniisine we
a, we B ululygyna baglylykda awtomatiki sazlayjy ulgamda
denagramlylyk yagdayynyn asakdaky gorniisinin bolmagy
miimkin:
1) (8) anlatma bilen kesgitlenyin, denagramlygyn
yeketdk yagdayy;
2) (10) anlatma bilen kesgitlenyin, denagramlyk
yagdayyn ahyrky sany;
Mundan beyldk triwial ¢6zgiinin (8) durnuklylygyna
seredip geceris. Cozini yeinillesdirmek {i¢in deileme (2)-a
a, =1; a, =0; goyalyn . Onda ¢yzyksyz ASU-11 hereketi
asakdaky deiileme ulgamy bilen beyan ediler:

dx dy

— =Ax+by,—= f(2),

g 25 /()
S=c'x—ry; (11)

Yokardaky gorkezilen (11) defileme ulgamynyti x, =0,
y=0; kordinatly yeketdk denagramlyk yagdayy bolar;
2. Hereketlerin defilemesini kanoniki forma getirmek
Ulgam (11)-in triwial ¢Ozgiisinii  durnuklylygyny
barlamak hacanda denileme kanoniki forma getirilende has
yeiil bolyar. Denileménin kanoniki formasy diyilip, haganda A
marisasy zordan formasyna getirilenddki gorniisine aydylyar.
Islendik A san matrisasynyn Ozgerdilmedik T matrisasy bar,
T™'AT = j, nirde j-A matrisany Zaranow matrisasy;
Ulgam (11) tiytgedijileri calysaly:

x=TU(detT #0) (12)
Onda (11) deflleme ulgamy su gornyse geler:
T% = ATu +by, =12, S=c"Tu—ry;
Ya-da
cz’lu_J +b1y, —f(Z) Z:CITU—ry;
(13)
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Nirde b=T"'b; ¢ =c'T;
(13) denlemeler ulgamy yonekeylesyir, egerde yene bir
gezek tiytgedijiler calyssa:
z=ju+by, X=c¢'U+ry (14)
Onda (13) denlemeler ulgamynyn deregine asakdaky
ulgamy alarys:

dz . ax
Cojrbf® | S=dzmi®),

(15)

(15) deiileme ulgamy-hereketiit denlemesiniii kanoniki
formasydyr. Amatrisanyn hésiyetlendiriji defilemesiniii a koki
yonekey  diyilip cak edildi, sonun Ug¢in A matrisanyi
Zordanow formasy diagonally bolar, yagny j=diag A;

(11) deileme ulgamynynt  (x, =0,y =0) defiagramlyk

yagdayyna (15) denilemeler ulgamynyn (2, =0,2=0)
yeketik denagramlylyk yagdayy layyk geler yaly (14) ulgamyn
kesgitleyjisi noldan tapawutly bolmalydyr, yagny asakdaky
i b

densizlik berjay edilmeli |. 7 (| > ony asakdaky densizik

Cl
I"-|-CIT]'_1b1 * 0, (16)
J =@ AT =T AT, b, =T "'b,c] =c" *T;
hasaba alyp (16) denileméani agakdaky formada yazyp bolar:
I”+CTA71b¢0; (17)

9. Deniagramlyk yagdayyn durnuklylygynyn yeterlik
sertleri

(15)  denleme  ulgamynyn triwial  ¢Ozgiisinii
nanonikitorma getirlen durnuklyly-gyny barlalyn.
Durnuklylygy barlamak ii¢in yorite gorniisli Lyapunowyn
funksiyasyny guralyn. (Furye tarapyndan hodiirlenen).
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Bu funksiyanyin kdmegi bilen (15) denileme ulgamynyil
triwial ¢Ozgiisi, diymek (11) ulgamyn hem triwial ¢Ozgiisi
yerine yetirlende sazlayjynyn parametrlerinii 6niiinde goyulyan
sertlerini taparys. Ilki bilen det(A-AE)=0 hésiyet-lendiriji
denllemdnin ahli kokleriniit yonekey we ¢ep yarym tekizlikde
yerlesydn Re Aj <0 (i=1,2,...,n) yagdayyna seredelin.

Lyapunowyn asakdaky  gorniisddki  funksiyasyny
agtaralyi:

V(z,6)=Z"Bz +j;t(5)dg

V(z,&) funksiyasy kesgithO gosmak bolmagy tigin, bu
denlemdnin sag boleginddki birinji gosulmanyn kesgitli
gosmak kwadratik formasynyn bolmagy zerurdyr.

Bu }'Iagda)ﬂckﬂ =0 serti kanagatlandyryan ahli z-ler
ticin birinji gosulyjy pugta gosmak bolar.

Seylelikde V(z,¢) funksiyasy kesgitlenen gosmak bolar,
egerde Z' Bz kwad-ratik formasyny gosmak kesgitli bolsa,
V(z, ) funksiyanyn t wagty boyunca ulga-myn geyji (15) doly
yasamasyny diizelin:

(18)

dv(z,g):dz - Zde”()dg
dt dt dt dt
=Z'(j'B+Bj)z-rf( ¢)(b/Bz+Z2"Bb,)+ f()C/Z

Kwadratik formadaky B matrlsasy simmetrikdir, yagny B=B,
onda alarys:

b/ Bz+Z'Bb, =h'Bz+(Bb)" z=2(Bh)’

Indi matrisany girizelin:

C=—(j'B+Bj); (19)
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C matrisasy simmetrikidir. Hakykatdanda,

C'=—(j'B+Bj)’ =—(B"j+J'B")=—(Bj+]'B)=C

Ulgam (18) giiyjine V(z,g) funksiyanyn doly yasamasyny
asakdaky (16) gorniisde yazyp bolar:

dV T 2 1 T,.
E:_Z Cz—rf (e)(Bb1+§C1) Z, (20

Ailatma (20)-den gorniisi yaly (15) ulgam giiyjine
V(z,e) funksiyadan t wagt boyunca doly yasamaly z,...,Zn f(€)
tiytgedijisine gord kwadratik formada bolar.

Indi bolsa B matrisasy we formula (19) bilen
kesgitlenyidn C matrisasynyn arasyndaky gatnasyga diisiineliii.

Eger A matrisanyh hésiyetlendiriji sany A4;+4 #0
(1,j=1,2,...,n)  serti kana-gatlandyryan bolsa, onda berilen
simmetrik C matrisasy boyunga bir nd¢e B matri-sa siibnesiz
kesgitlener.

Hakykatdanda, j=diag A bolsa, onda gatnasyk (19) seyle
gorniisde yazyp bileris:

C; =—(4by +4,0)(1, ] =12,...,n);

ol yerde by :—L (21) bu bolsa bizin ¢akymyzy
A+ 4
subut edydr. Bu seredilen yag-dayda, matrisa A {i¢in
4 +2; #0 (1,j=1,2,...n) sert yerine yetirilyér, sebdbi matrisa A-
nyi c¢aklama gord hésiyetlendiriji sany Re Ai <0 serti
kanagatlandyryar.
dv(z,¢)
dt
¢ykarmak ft¢in asakdaky subut-namasyz getiriljek teorema
gerek bolyar.

yasamanyn ayyrmak kesgitlenen sertini
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Teoremal Goy A matrisasy durnukly yagny, onui
hisiyetlendiriji sany c¢epdéki yarym tekizlikde yatyr diyelin.
Onda, egerde C —matrisasy bir nige gosmak kesgit-lenen
kwadratik formanynky bolsa, onda (21) formula bilen
kesgitlenydr B matrisasyda gosmak kesgitlenen kwadratik
formanynky bolar.

V(z,e) funksiyasy Lyapunowyn funksiyasy bolar yaly
sazlandyryjy ulgamyi parametrlerine tabsyrylyan sertlerini
alarys.

Gosmak kesgitlenen kwadratik formaly birndge C
matrisasyny (meselem C=E) alalyn we ony deileme (21)
komegi bilen kesgitlenyidn B matrisa bilen bellélin.

Yokarda déredilen teorema gord B matrisasyda birnige
gosmak kesgitlenen kwadratik formanyn matrisasy bolar, Bu
vagdayda, yokarda gokezilisi yaly V(z,e) funksiya gogmak
kesgitlenen bolar.

V(z,e) funksiyasy Lyapunowyn funksiyasy bolar yaly,

un v(z,2) ulgam (15) giiyjine ayyrmak kesgitlenen

funksiya bolmaklygy talap edilyir.

Yokarda gorkezilisi yaly % uytgedijilere za,...,Zn

we f(€) gord kwadratik bolar.
dv(z,¢)
dt
Silwesterinl kriteriyasy boyunca kwadratly formanyn ba diagonl
minorlarynyn matrisalarynyin gosmk bolmaklygy talap edilyar.
Matrisa C —in gosmak kesgitli kwadratik formanyn
matrisasydy zerarly, Silwesterii kriteriyasynyn birinji n
densizligi yerine yetirilydr we ini sonky deiisizlik galyar:

funksiyanyn  gosmak  kesgitliligi  {igin
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l T
—[Bbl+zclj r

dv(z,e)

(22) sert yasamanyn ayyrmak kesgitlilik serti

ticin hokmanydyr we yeterlikdir.

Egerde kesgitleyjini densizlik (22) —niit ¢ep tarapyna
soniky setiriii elementleri we soiiky siitiin boyunga dargatsak,
onda (22) —nji serti asakdaky gorniisde yanadan yazyp bolar:

r> (Bb1+%C1)TC‘1(Bb1+%C1); (23)

Egerde sazlayjynynn parametri (23) -nji densizligi
kanagatlandyrsa, onda V(z,e) -ifh gosmak kesgitli funksiyasy
bolar, onun yasamasy bolsa, (15) denlemeler ulga-mynyn giiyji
ayyrmak kesgitlenendir. Ulgam (15) —in (Zk=0, &=0)
denagramlylyk yagdayynyn asimptotik durnyklylygy baradaky
teorema 2 asimptotik durnuklydyr.

Densizlik (17) yerine yetirilen mahalynda, ony seyle
gorniligde gogtirelin:

r«-C'A™'b (24)—bu (11) defileme ulgamynyn (Xx=0,
Y=0) triwial ¢ozgiisinin asimptotik durnuklylygyny anladar.

Seylelikde (23) we (24) densizlikleri (11) ulgamyn
denagramlylyk yagdayynyn asimptotik durnuklylygynyn
yeterlik serti bolup gulluk edyirler.

Indi bolsa A matrisanyn hdsiyetnamalayjy defilemesiniil
bir nolly koki bolan halyndakysy iicin Lyapunowyn
funksiyasyny gurmaga gecelin. Galan kokleri yonekey we cep
yarym tekizlikde yerlesen diyip hasap edyaris.
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A matrisanynn hdsiyetnamalayjy denlemesinin nolly
kokine layyk gelydn Z wektor —funksiyanyn Z; komponentini
bolup alalyn, basgaca aydylanda, Z wektoryny asakdaky

gorniisde Z ={Z£} alalyin. Onda (15) enlleme ulgamynyn su
1

gorniisde yazyp bileris:
dz . dz de
i jz+bf (g),d—tl =b,f (8)’E =C/Z+C,Z —rf(g) (25)

(25) denllemeler ulgamynda asakdaky belgiler kabul
edildi:

z-n-1 —¢enli wektor —funksiyasy; j -(n-1) (n-1) tertipli
diagonal matrisasy; biwe c1-n-1 ¢enli wektor —siitiini; bowe Co—
skalyar ululyklary;

Yokardaky subutnamalara gord j matrisanyf hli
hésiyetnamalayjy sanlary ¢epyarymtekizlikde yerlesydrler. Su
yagday ti¢in Lyapunowyn funksiyasyny asak-daky gorniisde
yazyp bolar:

V(z,2,¢) =az} +

Sertli (figuraly) skobkadaky afilatmany A matrisanyn
hésiyetnamaly deillemesi-nin  &hli kokerinin ¢ep yarym
tekizlikde yerlesen vyagdayynda Lyapunowyil funksiyasy
hokmiinde ulanmak bolar. Egerde Z+Bz kwadratik formasy
gosmak kesgitlenen we a>0 bolsa, onda V' (Z,z,&) funksivasy

(Z,z,,¢) ginislikde kesgitlenen. Gosmak funuksiyasy bolar.
V(z,z,&) funuksiyanyn (25) ulgamyn giiyjine t- wagty
boyunga doly yasamasyny hasaplalyn.
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av(z,z,,¢)
dt

={_ ZTCz_i_Zf(g)(BEl—I—%(_:lJ Z—rf 2(5)}+

dz’ dz de
=2ab.z f(&)+—BzZ+Z' B—+ f(g)— =
b1 (&) at at () at

n Zzl(abo +%°J £(s). 27)

Sekilli yaydaky anlatma A matritsanyn héisyetnamaly
denlemesinin dhli kokleri ¢ep vyarym tekizlikde yakan
yvagdayyndaky pursatlarda ulanmak yeterlikdir. Sonun iigin
sekilli yaydaky anlatmanyn ayyrmak kegitli kwadratik formasy
bolmagy {i¢in

T
r>| Bb, +151 C™'| Bb, +lE, (28)
2 2
Densizligin yerine yetirilmegi gerek we yeterlikdir.

Egerde b,c, <0 bolsa, onda ab, +%0 =0 densizligin

yerine yetirilmegi {icin seyle gosmak a-ny saylap almak
av(z,z,,¢)
dt

miimkin bolar. Onda yasama ayyrmak alamaty

funuksiya bolar. Hakykatdanda, egerde ab,+ c_20 =0onda

av(z,z,,¢€)
dt

mahalynda, seylelikde, sazlayjynyn parametrleri (28) densiligi

we we b,c, <0 serti kanagatlandyrsa, onda V(z,z, &) gosmak

<0 hacanda Zz=#0, f(g)zowe z, # 0 bolan

kesgitlenen funuksiyasy bardyr, onuii yasamasy bolsa, ulgam
(15) giliyjine ayyrmak alamatlydyr. Ulgam (15)-i1 triwial
cozgilisi (Z, =0, £=0) durnuklulygy baradaky teorema
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layyklykda durnukly bolar. Deiisizlik (24) yerine yetirilse,
onda ol (11)-nji denleme ulgamynyn (Xk =0, y=0) triwial
¢ozgiiniil durnuklulygyny ailadyar.

Mysal 1. Dikligine hereket edyidn ugujy operatoryn
awtomatiki sazlayjy ulgamynyn durnuklulygynyn deriiewni
gecirmeli. Onun diiziim c¢atgysy surat 55-de gorkezlip ol
asakdaky elementlerden duryar: sazlanyan desgadan, onui
gecis funuksiyasy tangaz burgy boyunca

n(p+n

W(p)= bz(p 22) (29)
p(p +a1p+a2)

n, >0,n,, >0,a,>0,a, >0 we a’ >4a, rele  tipli

awtopilot operatiw formadaky differensiyal denlleme bilen bean
edilyar:

py=1(e) (30)
Asakdaky denilemeli duygur element

E=g-ax—Gpx—ry (31)
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1 no(P+n22) 1
= i': b=~ — P 0 i B’ PGS e O
P P2+aip+az P

Cz

Cu

Surat 3

Sazlanylyan desganyn differensiyal deiilemesi:

d’x d’x dx dy
E"‘%W"'azZ:”bE"‘”b”zz)’ (32)

Egerde tize liytgedijiler girizilse:

2
dx d“x
X, =X, X,=—), x3:_dt2

d —n,y (33)

we girisddki tésiri g=0, diyilse onda dolandyryjy
ulgamyn asuda hereketi asakdaky defileme bilen beyan edilyar:

dx dy T

— =Ax+by, —= , &= - 34

7 ¥ f(&), e=c'x—ry (34)
X, 0 1 0 0 —-q

Nirede x=|x, |, A=|0 0 1 |, b=|b, |, c|—c, |
X, 0 —-a, —q b, 0

105



b, =ny,by =n,(ny, —a,)

Mundan beyldkde yonekeylesdirek {i¢in {ytgedijileri
calysalyn:

u=Ax+by, e=c'x-ry
(35)

Onda (34) denleme ulgmy asakdaky gorniisde bolar:

%:Au +bf (&), %:cru—rf(g)

(36)

(34) denleme wulgamynyn yeketidk (x=0, y=0)
detlagramly vyagdayy bar, diymek, ulgam (36)-yii hem
u=0, =0 yeketdk denagramly yagdayy bolar. Bu
detlagramly yagdayyn durnuklulygny dernélin. (36) ulgamy
kononiki forma getirmek {i¢in liytgedijileri calsalyn.

u="Tz (37)
R 1]
21(11_/12) 12(21—12) ﬂqﬂ“z
r=(- 1 1 (39)
21_/12 21(11_2'2)
A 4
- 0
_/11_}'2 /11_/12 J

T matritsasyna ters matritsa bolar.
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0- -4, 1

T'=|0 -4 1 (39)
Ay —(A=4) 1
' ser.enjam ) Z%Zylzz{y )
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